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Capitulo 1

Definiciones y Notaciones Preliminares

El presente trabajo asume un cierto conocimiento en teoria de grafos y complejidad
computacional, sin embargo es saludable indicar cuéles son las definiciones y notaciones
que se usaran. Para méas detalles o nociones bésicas acerca de teorfa de grafos, consultar [I].
Para complejidad computacional, consultar [2].

Sea un grafo G = (V, E), con V el conjunto de vértices y F el de aristas. En general
denotamos V(G) = V' y E(G) = E. Dado un subconjunto de vértices S C V', G(S) representa
el subgrafo de G inducido por los vértices de S. Denotamos al corte inducido por S como
E(S,S)={(u,v) e E:ue SAveS}

Dado un vértice v € V, el grafo G\ v se define como el grafo que se obtiene de remover
al vértice v de G y todas sus aristas incidentes. Es decir, G\ v := (V \ {v}, E\ {(v,u) € E :
ueV}.

La wvecindad de v en G, sera denotada por Ng(v) := {u € V(G) : (u,v) € E(G)}. El
grado de v en G, se denotard dg(v) = |Ng(v)|. Esta notacion se extiende naturalmente para
un conjunto de vértices S C V: dg(v) = |Ng(v) NS|. Un grafo se dice regular si todos sus
vértices tienen igual grado d. Si d = 3, el grafo se dice cubico.

La distancia entre los vértices u y v en el grafo G, se denotara dg(u,v). La eccentricidad
de v en G sera denotada eccg(v) = méx dg(u,v). Esta tltima notacién también se extiende
ueV

(@)
naturalmente a S C V' como eccg(v) = eccgs)(v). El radio de G, se denotard r(G) =
min eccg(v) y el didmetro de G, sera denotado diam(G) = max eccq(v).
veV(G) veV(Q)

Para cualquier otra definicion que haya sido omitida aqui, se sugiere revisar las referencias
senaladas al principio de este capitulo.



Capitulo 2

Introduccion

El uso de grafos en la modelacion de diversos problemas y feno6menos, es natural y cada vez
mas frecuente en distintas areas. Algunos ejemplos son Internet, la World Wide Web, redes
sociales entre individuos, redes neuronales, redes metabolicas, redes de alimentacion, redes
organizacionales y de negocios, redes de disribucion, redes de citas entre articulos cientificos,
entre otros. En dichos modelos, los vértices del grafo podrian representar a los objetos o
individuos involucrados y las aristas a las relaciones entre estos. Para excelentes revisiones
acerca del tema y referencias, ver |3, 4.

El estudio de redes complejas, tanto de su estructura como funciéon, ha cambiado consi-
derablemente en el ultimo tiempo por diversas razones. Una primera razon es la diferencia
entre las estructuras topolégicas usadas. En los inicios, se asumia que las relaciones de in-
terconexion entre individuos podian ser representadas en estructuras regulares como lattices
e hipercubos, entre otros. No fue hasta los anos 50s que como forma de modelar las inter-
acciones, se adopta el uso de grafos aleatorios (herramienta matemaética debida a Erdds y
Rényi [B]). Sin embargo, en los tltimos afios, se descubre que gran parte de las redes encon-
tradas en fenbmenos reales manifiestan un comportamiento intermedio, entre el orden y la
aleatoriedad [6, [7, 8]. Estas conclusiones han sido muchas veces motivados por la posibilidad
(debida al aumento del poder de calculo), de realizar experimentos estadisticos sobre redes
reales.

Otra razon del cambio mencionado, es que en lugar de estudiarse propiedades de grafos
pequenos y de vértices particulares de ellos, se ha dirigido la atencién hacia propiedades
estadisticas de grafos a gran escala. Como fue observado antes, esto se ve motivado por la
introducciéon de computadores, que hacen factible el analisis de grandes cantidades de datos.
Esto trae consigo el hecho de que preguntas que antes parecian interesantes en el estudio
de redes, hoy solo tienen sentido si son planteadas con un enfoque estadistico. Un ejemplo
(mencionado en [3]) es el de la pregunta: ;Qué vértice es méas crucial para la conectividad del
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grafo, si es removido?, que en el contexto actual tiene mas sentido como: ;Qué porcentaje
de vértices es necesario remover para sustancialmente afectar la conectividad del grafo de
alguna manera dada?

Un tercer aspecto es que, pese a que la inspeccién visual es de gran ayuda para analizar
redes de cierto tamano razonable, redes de millones o billones de vértices son imposibles de
examinar a ojo desnudo. Incluso al tratar de usar las potencialidades de la generacion de
imagenes via computadores, los dibujos obtenidos muy poco dirdn acerca de la estructura
de la red. Es decir, via una aproximacion estadistica, se intenta saber cémo se ve una red
compleja sin poder mirarla.

Como se puede apreciar, el comin denominador es la introducciéon de técnicas estadisticas
al estudio de redes complejas. Sin embargo, es preciso senalar que este enfoque estadistico
tiene limitaciones y no permite estudiar todas las propiedades importantes que se buscan. Un
aspecto particular que nos interesa en este trabajo, es el de obtener medidas de propiedades
estructurales del grafo que permitan predecir su comportamiento global, ante reglas que
involucran localmente a sus vértices. En otras palabras, el identificar estructura local en este.

Una medida emblemaética de estructura local en grafos es el llamado coeficiente de clus-
tering, la cual pasamos a describir.

2.1. El coeficiente de clustering

Dado un grafo G = (V, E) con n vértices, el coeficiente de clustering de un vértice v de
grado d (denotado c¢(v) e introducido en [7]), es definido como el cociente entre el nimero de
aristas e, entre vecinos de v y su maximo valor posible @. Es decir:

2e,
c(v) = dd—1)

El promedio de ¢(v) sobre todos lo vértices del grafo se define como el coeficiente de clustering
de G, ¢(G). Este nimero, indica en qué medida los vecinos de un vértice v, son vecinos entre si.
Esto, en términos de redes sociales, indica qué tan probable es que los amigos de un individuo
sean también amigos. Ademas, el coeficiente da cierta informacion acerca de la estructura del
grafo. De hecho, Watts y Strogatz lo usaron en [7] para estudiar empiricamente el fenémeno
del pequeno mundo. Este fenémeno dice relacién con grafos que son localmente conectados
a diferencia de grafos aleatorios clasicos (y que en consecuencia tienen un coeficiente de
clustering mas alto que estos tltimos), mientras que sin embargo ambos tipos de grafos
presentan un didmetro pequeno.

Numerosas han sido las menciones en la literatura respecto de las limitaciones que presenta
el coeficiente y a la vez propuestas para generalizar el mismo. En [9], se introduce una
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definicion que intenta filtrar el efecto de la correlacion con el grado de los vértices. Es decir,
el coeficiente tradicional para vértices de grado alto conectados con vértices de grado mucho
menor serd siempre pequeno, independiente de la manera en que estén conectados sus vecinos.
Un ejemplo de este hecho se presenta en la Figura Il en donde el coeficiente de clustering
del vértice 1 es ¢(1) = O(1/n) y por lo tanto, decreciente a cero con n — oco. Sin embargo,
los vecinos de 1 estan todo lo conectados que sus grados permiten.

1

2

Figura 2.1: Doble estrella con dos vértices.

La definicion de este nuevo coeficiente (¢(v)) se basa en considerar (para un vértice v) en
lugar del niimero total de posibles aristas entre sus vértices vecinos, este mismo niimero pero
condicionado al grado de los vecinos de v. Es decir, si llamamos a este tltimo ntimero w,,

_ e
é(v) = —.
Wy
Notemos que un vecino u de v, puede tener a lo méas min(dg(v) — 1,dg(u) — 1) aristas hacia
otros vecinos de v. Luego

wy < % S [min(dg(v), da(w) — 1] g(dG2<“>).

u€Ng(v)

Es decir, w, considera no solo el grado de v, sino que no todas las aristas en vecinos de v
estan disponibles y que ademas las aristas disponibles deben formar tridAngulos . Por otra
parte, en [I0] se introduce un coeficiente de clustering con pesos (c,(v)), para una funciéon
w : V. — R, sobre los vértices. Este coeficiente, tiene la misma definicién local que el
coeficiente tradicional, la diferencia se encuentra al momento de promediar sobre todos los

vértices del grafo:
1
cw(v) = ——— > w(v)e(v)

Z w(v) veV

veV

Una posible funcion de peso de la cual sélo hace mencion en [I0] es la del grado, es decir
w(v) = dg(v). Estos pesos, sugieren una forma de tratar el problema de la correlacion de
c(v) con el grado de los vértices.

Otra limitaciéon fundamental del coeficiente de clustering es expuesta en la Figura
En este grafo se observa una clara estructura local (k esta fijo), sin embargo como sus ciclos
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més pequenos son de largo k + 1, si k& > 2, su coeficiente de clustering es 0. Lo mismo
sucede en grafos con estructura de lattice, con cintura grande. Para atacar este problema,
se ha propuesto cambiar la pregunta que motiva la definicion del coeficiente de clustering.
En lugar de preguntarse: “;Cuantos de mis vecinos estan conectados?” otros autores en [I1]
comenzaron a preguntarse: “; Qué tan cercanamente relacionados se encuentran mis vecinos?”.

Figura 2.2: Un grafo con estructura local.

Con esta motivacion detras, en [I2] se introduce el llamado coeficiente de cuadricula,
denotado para un vértice v como c4(v). A diferencia del coeficiente de clustering que cuenta
cuantos ciclos de largo 3 hay en el grafo que contengan a v (esta es precisamente la cantidad
ey), el coeficiente de cuadricula cuenta cuantos ciclos de largo 4 hay que cumplan la misma
condicion (dividiendo en este caso por el nimero de ciclos de largo 4 posibles que contienen
a v). Como se supone, sin embargo el coeficiente de cuadricula no logra resolver el problema
en casos mas generales (como el de la Figura 22 con k& mucho mayor).

Una generalizacion natural (aunque levemente distinta) es la introducida en [I3], que
consiste en estudiar coeficientes de clustering de orden mayor. Un coeficiente de orden ¢ > 3
para un vértice v, es calculado contando cuéntos pares de vértices en Ng(v) tienen una
distancia i en el grafo G\ v (es decir borrando v y todas sus aristas incidentes) y normalizando
por el nimero total de pares. Es decir:

L Hww) ©u,w € Ne(v), dav(u, w) =i}
= (") |

Los autores solo aplican estos coeficientes a grafos de Barabési-Albert, modelo de grafo
aleatorio que comienza a crecer desde un pequeno grafo completo de tamano m y agregando
vértices nuevos que se conectan con m,. < m vértices ya antes agregados, con un esquema de
conexion preferencial, es decir que la probabilidad de conectarse a un vértice es proporcional
al grado de este (ver [I4, [T5]). Se concluye que el grafo no presenta un coeficiente de clustering
(o coeficiente de orden 1) decreciente a 0, con el tamano del grafo. Sin embargo, se observa
que coeficientes de orden mayor crecen con el tamano del grafo.

En [IT], la misma definicion es usada y se llama a los coeficientes de orden superior perfil de
clustering. Mediante resultados experimentales del calculo de dicho perfil para ciertos grafos
reales, los autores exhiben evidencias de que en estos grafos cuyo coeficiente de clustering es
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cercano a 0, también la estructura local se ha desplazado hacia coeficientes ¢(v,7) de orden
mayor.

Otras extensiones del coeficiente de clustering son debidas a estudios de fen6menos parti-
culares. En [I6], se introduce una medida de clustering para grafos planares, motivada por el
estudio de la estructura de galerias construidas por hormigas. El coeficiente, denotado M es
el cociente entre el nimero de caras en el grafo (sin contar la exterior) f y el nimero maximo
de caras que puede tener el grafo f,,.. = 2n — 5, es decir:

S

fmaac

En [T7], mas que intentar generalizar el coeficiente de clustering se busca una forma de
estudiar el fendmeno del “pequeno mundo”, via una medida tnica. Como vimos anteriormente,
este fenomeno dice relacion con dos aspecto: un coeficiente de clustering alto y didmetro
pequenio. El enfoque usado es el de la eficiencia, en términos de qué tan eficiente es el grafo
para intercambiar informacion. Para cada par de vértices (u,v), se considera la eficiencia de
comunicacion entre u y v como el inverso de la distancia entre estos en el grafo (e, , = m)
En el caso en que dg(u,v) = 400, se define de manera consistente €,, = 0. Luego, la eficiencia
promedio (o eficiencia global) del grafo es:

2
E(G):m > ew

uFveV

Ademas, para el caso de grafos no conexos, se propone considerar la eficiencia local de un
vértice como E(G(N(v))) (es decir, la eficiencia del grafo inducido por los vecinos de v)
y luego, la eficiencia local del grafo, Ej,.(G), como el promedio sobre todos los vértices.
De esta manera, los autores reformulan la nocién de grafo tipo “pequenio mundo” como
aquellos grafos que tienen ambas eficiencias, global y local grandes. Es decir, grafos que
son eficientes comunicando informacion global y localmente. Se presentan ademas resultados
experimentales, calculando las eficiencias para un modelo de grafo aleatorio que mediante
un pardmetro ajustable, manifiesta el fenomeno del pequeno mundo (usado en [[f] y que
estudiamos en el Capitulo H). Se observa en dichos resultados indicios de que la eficiencia
permite detectar este ultimo fenémeno.

Nuestro enfoque en el presente trabajo es diferente y se basa en el concepto de comunidad,
definido en [I8] como:

Una comunidad es un conjunto de vértices que tienen mds vinculos hacia miem-
bros de la comunidad que a no-miembros.

Este concepto motiva la siguiente observacion: los vértices de grafos localmente estructurados
pertenecen a pequenas comunidades.
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En lo que sigue, estudiamos propiedades respecto del tamano de dichas comunidades en
grafos y de qué tan probable es encontrar una comunidad en un conjunto de vértices esco-
gido aleatoriamente entre los del grafo. Luego, una primera medida de estructura local de
un vértice v en un grafo G que se sugiere, es el tamano de la comunidad méas pequena que
contiene a v. Sin embargo ante la imposibilidad de calcular eficientemente dicho niimero, se
propone en cambio calcular qué tan lejos de v se puede encontrar una comunidad que lo
contenga. Formalmente, el menor £ € N tal que el conjunto formado por todos los vértices
a distancia menor o igual que k£ de v, contiene una comunidad a la que pertenezca v. De-
notamos a dicho valor depth(v). Este nimero resulta ser calculable a tiempo polinomial,
mediante un algoritmo que aqui se exhibe, lo que motiva definir una medida de estructura
local tomando depthg(v) normalizada y promediandola sobre los vértices del grafo. A dicha
medida la llamamos coeficiente de comunidad. Finalmente se estudia dicho coeficiente tanto
experimental como analiticamente, para ciertas clases de grafos. Dicha nocién de comunidad
parece bastante natural para situaciones en las que el concepto de localidad esta involucrado
y no es sorpresivo encontrarla en otros contextos. A continuacién se presentan algunos de
ellos (o los dos méas importantes).

2.2. El voto de mayoria y comunidades

El proceso de voto de mayoria en grafos es, dado un grafo G = (V, E) en el que sus
vértices se pueden encontrar en dos posibles estados: 0 6 1, la aplicacion iterativa de una
regla de mayoria para la actualizacion de estados. El estado siguiente de un vértice estara
dado por el estado que sea mayoria entre sus vecinos (incluido él mismo). Se distingue entre
voto de mayoria simple y fuerte, para describir si un vértice en estado 0 cambia o no a estado
1, en caso de haber igual nimero de vecinos en ambos estados. Ademaés, se habla de voto
reversible e irreversible si se permite o no que vértices en estado 1 cambien a estado 0. Esta
dindmica tiene particular relacion con algoritmos falla-tolerantes y calculo distribuido. Una
pregunta de interés es cudl es la posibilidad que tiene un conjunto de vértices “con fallas” de
corromper a la mayoria de los vértices cercanos. Asi, se introducen las nociones de coalicion
y monopolio en grafos, definidas de la siguiente manera |19l 20)]:

Dado un vértice v € V.y M C V, se dice que M es coalicion que controla a v, si al menos
la mitad de los vecinos de v se encuentran en M. Si un conjunto M es coalicién que controla
a todo vértice de GG, se dice monopolio.

Una extension dindmica de coalicién y monopolio es el de conjuntos de vértice que con-
trolan el grafo pero con un retardo en las actualizaciones de estados. Es decir, un conjunto
M C V tal que si todos sus vértices son puestos inicialmente en estado 1 (y el resto en
estado 0), al cabo de un nimero finito de aplicaciones de la regla de mayoria, llevan a todos
los vértices del grafo a un estado fijo 1. Dichos conjuntos se llaman monopolios dindmicos o
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dinamos [21]. En la Figura se presenta un ejemplo: el conjunto M = {vy,vs,v3} es un
dinamo. Es aqui en donde la idea de comunidad se manifiesta. Basta notar que (algo que
trataremos en detalle més adelante, en el Capitulo ) si S es una comunidad en el grafo G
y ponemos a todos sus vértices en estado 0 al inicio, es imposible que estos vértices cambien
alguna vez a estado 1 (aplicando la regla de mayoria simple) sin importar cual sea la distri-
bucion de estados de los vértices en V' \ S. Esto, ya que cada vértice en S tiene la mayoria
de sus vecinos en la misma comunidad y por ende en estado 0. Entonces, cualquier dina-
mo en (G, debe necesariamente contener al menos un vértice en S y de hecho en cualquier
comunidad disjunta de S que exista en . Es precisamente este argumento el que se usa
en [22] (llamando a las comunidades bloques blancos), para encontrar cotas inferiores para el
tamano de dinamos en topologias toroidales. Ademas, en [23| se usan comunidades pero con
el nombre de grafos inmunes. Este tltimo trabajo estudia ademés el trade-off entre tamano
de un dinamo y tiempo (en aplicaciones de la regla de mayoria) que este requiere para llevar
el grafo al estado final fijo.

Figura 2.3: Ejemplo de un dinamo. Vértices en negro se encuentran en estado 1, el resto en
estado 0.

Un problema interesante en este contexto, a la luz de nuestro trabajo, sea quizas relacionar
el comportamiento del coeficiente de comunidad con el tamano minimo de un dinamo en el
grafo.

Otro ambito en el que las comunidades juegan un rol central es en el problema de su
deteccion y su uso en particionar grafos.

2.3. Detecciéon de comunidades y particion de grafos

La estructura de comunidades en grafos es un topico particularmente transversal a diversas
areas, esto pues la nocién de comunidad representa, segin el contexto a ciclos de redes
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metabodlicas, grupos de paginas web de un mismo tema, grupos de alta actividad en redes de
contacto sexual, grupos de libros acerca de temas politicos de tendencia similar, etc. Ademas
la estructura de comunidades de un grafo, genera un meta-grafo (en el que vértices son
comunidades) que entrega informacion gruesa acerca de este. Este aspecto es usado como
medio para visualizacion y analisis de datos [24] .

Es por esto que diversas herramientas matematicas y algoritmos han sido desarrollados
para detectar y dimensionar la estructura de comunidades en grafos. Algunas técnicas com-
prenden algoritmos de flujo maximo, caminatas aleatorias, optimizacion, entre otros. Esbo-
zaremos solo algunas aqui, para mas detalles y referencias se recomienda el articulo-revision
de Newman [25] al respecto.

En [I8], ademéas de presentarse la definicion de comunidad usada en el presente trabajo,
se utiliza un método basado en el teorema de flujo mdzrimo-corte minimo de Ford y Fulkerson
para detectar comunidades. El método se basa en la siguiente observacion:

Una comunidad, S, puede ser identificada al calcular el minimo s —t corte de G
con s yt usados como fuente y sumidero. Después del corte, los vértices que sean
alcanzables desde s, pertenecen a la comunidad.

(De hecho un enfoque similar es utilizado en el presente trabajo para estudiar el tamano de
comunidades, en el CapituloB]). Asi, el problema de detectar comunidades se reduce a resolver
un problema de flujo maximo. Los autores aplican este método para aproximar la deteccién
de comunidades en la World Wide Web. Ademas, en [26, 27|, se introducen restricciones a la
definicion de comunidad para evitar ambigiiedades en la frontera de estas.

Una segunda aproximacion a la deteccion de comunidades y particion de grafos es aquella
usando un paradigma de optimizacién. Nuevamente se busca minimizar la cantidad de aristas
entre dos grupos de vértices, digamos S; y So, para ello se considera la matriz de adyacencia

A:

e 1, si hay una arista entre 7 y j,
Y 0, en otro caso.
Por lo tanto el tamano del corte entre estos dos grupos de vértices es

1
R=5 >, Ay

1€S51, jES2
Luego, por conveniencia se define un vector indice (que determina a Sy y S5), s, dado por:

1, si1 € .57,

S = .. .
—1, sii€S,.
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De esta manera es posible escribir,
1

R = §sth,
con una cierta matriz L simétrica y definida positiva, llamada matriz Laplaciana del grafo.
Asi, el problema de minimizar corte, se reduce a encontrar s via descomponerlo en una base
de vectores propios de L y poniendo coordenadas més grandes en vectores propios asociados a
valores propios mas pequenos. Para particionar el grafo en un niimero mayor de comunidades,
se repite este procedimiento dentro de cada una de las comunidades encontradas antes.

En [25], se recurre al mismo enfoque anterior pero con una funcion objetivo distinta: la
modularidad. Esta cantidad, denotada por (), grosso modo es:

() = (Namero de aristas dentro de los grupos) — (Numero esperado de aristas),

en donde el nimero de aristas esperado dice relacién con un grafo aleatorio de referencia.
Nuevamente, es posible escribir la modularidad como:

1

—s'Bs,
2m

Q=
con B, la llamada matriz de modularidad. Esta matriz es simétrica pero, a diferencia de la
Laplaciana, no posee todos sus valores propios positivos. Se desarrolla un enfoque espectral
tal como antes, para maximizar (), pero haciendo algunas modificaciones necesarias. El au-
tor, presenta ademas experimentos en los que se aplica la maximizaciéon de la modularidad,
observiandose mejoras en la particion de grafos en comunidades.

A modo de relacionar nuestro trabajo con el topico recién descrito, podemos observar
que este enfoque de biisqueda de comunidades estid basado en particionar el grafo, o ver el
grafo en términos de sus comunidades. Por otra parte, lo que se busca aqui es estudiar la
estructura local que subyace en el grafo, permitiendo que comunidades en torno a vértices se
intersecten.

Finalmente, esta sucinta revision de probleméticas y aproximaciones relativas al estudio
de la estructura de redes complejas (y en particular el aspecto local de estas), muestra que
las preguntas por hacer son ain muchas y la transversalidad del topico, que trae como
consecuencia la posibilidad de mezclar herramientas provenientes de las méas diversas areas,
es de gran ayuda en la bisqueda de respuestas.
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Comunidades en Grafos

Dado G = (V, E) grafo. Se dira que un subconjunto no vacio S C V' es una comunidad de
G, si satisface que todo vértice en S tiene al menos tantos vecinos en S, como en S =V'\ S.

En otras palabras,
Vo e S, ds(v) > dg(v)

Una primera pregunta que surge es: ;cudl es el tamano de la comunidad més pequena en
(G? Se observa primero que el grado minimo del grafo introduce una restricciéon natural sobre
dicho tamano.

Proposicioén 3.1. Si G tiene grado minimo d, entonces toda comunidad S C 'V satisface que
S| =1+ [35].

Demostracion. Basta tomar v € S. Para que la condiciéon de comunidad se cumpla debe
tenerse que dg(v) = |[N(v) N S| > [dg(v)/2].

Asi,

5] 2 {o} U (N () N S)| = 1+ [d(v)/2] = 1+ M

Consideramos a continuacién la estrella K4 ,_q, con n par. Claramente, existe una comu-
nidad en el grafo, de tamafio [251] + 1 = [2] + 1 = [£] + 1, basta tomar el vértice central
(aquel de grado n — 1) y [25%] de sus vecinos. Sin embargo, no es posible encontrar comu-
nidades méas pequenas. Cualquier comunidad en dicho grafo debe necesariamente contener
al vértice central, ya que todos los deméas vértices lo tienen como vecino. Luego, usando el
razonamiento de la proposiciéon anterior y como el grado de dicho vértice es n — 1, toda

11
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comunidad tendra tamafio al menos [2+] +1 = [%] + 1.

Finalmente se concluye que el tamano de la comunidad mas pequena en K ,_; tiene tamano
[5] 4 1. Este es un ejemplo de un grafo con comunidades méas pequenas grandes, de hecho
muestra que la siguiente cota superior para el tamano de una comunidad, es justa.

Proposicion 3.2. Todo grafo G, posee una comunidad S C 'V tal que |S| < [5] + 1.

Demostracion. Consideremos el conjunto de todos los cortes “casi balanceados” de GG, es decir:
C={EWUU) : UCV, Ul €{[n/2], 1+ [n/2]}}
Sea entonces Uy C V tal que E(Uy, Uy) sea corte minimo en C. Mas precisamente:
|E(Uo, Uo)| = min |E|
Afirmamos que Uy es una comunidad de G, lo cual demuestra lo requerido.

De no ser asi, existe u € Uy tal que dy,(u) < dg(u). Definimos entonces Uy = Up \ {u},
cuyo corte asociado satisface:

|E(U, Uh)| = |E(Uy, Uo)| — (dgy(u) — du,y (w) < |E(Uy, o)
ya que dg-(u) — dy,(u) > 0.

_ Ademas, si |Ug| = 1 + [n/2] entonces |U;| = [n/2]. Por otra parte si [Up| = [n/2] luego
|Ui| € {In/2], 1+ [n/2]}, por lo que E(U;,U;) € C, lo cual contradice la minimalidad de

E(Uy, To). n

La comunidad obtenida en la Proposicién B2, es el resultado de una construccién muy
particular. ; Qué pasa si seleccionamos aleatoriamente un conjunto de vértices grande? ; Con-
tendra una comunidad de G con alta probabilidad? A continuacién formalizamos esta pre-
gunta.

Sea p € [0,1]. Denotemos por V,(G) al conjunto resultante de seleccionar cada vértice
de V' con probabilidad p. Denotemos también r,(G) = P{V,(G) contiene una comunidad}.
El problema de calcular r,(G) parece ser bastante dificil en general, sin embargo puede ser
atacado en algunos casos. Por ejemplo, si el grado de todos los vértices de G es alto.

3.1. Grafos con grado alto

Primero, veamos el siguiente lema (que como nos sugiriese Nicolas Schabanel es un enfoque
estandar que aparece, por ejemplo, en [28]):

12
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Lema 3.3. Sea G = (V, E) un grafo de grado minimo d. Sea % < p < 1. Luego 1,(G) >

2
1-— ne_%d, en donde o > 0 es tal que % =p(l —9).

Demostracion. Veamos

1)(G) > P{Y0 € V() dvyia)(v) > dizees(0)}
=1-=P{Iv € V,(G) : dv,(c)(v) < dizi(v)}

>1- ) Pldye() < dyg)
veVL(G)

>1- > P {dvp(g)('u) < @}

veVR(G)

Ahora, notemos que dy, ) (v) = >_,cn@) Xu =8 X(v), con X, Bernoulli, P{X, =1} =py
por ende E(X (v)) = pd(v). Luego,

P {dvp(G)(v) < @} =P {X(v) < @}

=P {X(v) < (1-0)pd(v)
=P{X(v) < (1-0)E(X(v))},

aplicamos entonces la desigualdad de Chernoff (la version presentada en [28§]), obteniendo:

d po?
P {dvp(G) (v) < %} <e i)

Finalmente,
62
rp(G) >1— Z e~

veVR(G)

>1- Z e_%d
veV

2
=1—ne 2-d
y se tiene el resultado. |
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Podemos entonces aplicar este lema a grafos en los cuales el grado minimo es suficiente-
mente grande. Diremos que una clase de grafos tiene grado minimo d(n) si el grado minimo
de cualquier grafo con més de n vértices es al menos d(n). Ademés, una secuencia de grafos
(Gr)ren se dira creciente si el nimero de vértices de los grafos, crece con k.

Corolario 3.4. Sean 3 < p <1 y d(n) = w(log(n)). Entonces, para cada secuencia de grafos
creciente (Gg)ken con grado minimo d(n), se tiene que limy_ 7,(Gg) = 1.

Demostracion. Del calculo anterior, si denotamos dj al grado minimo del grafo Gy y sin
pérdida de generalidad suponemos que el namero de vértices de Gy es k (ya que se trata de
una secuencia creciente de grafos), tenemos:

2
ro(Gr) > 1 — ke "5
- 1— elog(k)—#dk

2 4
_ clog(k)(1— 3= —Zk)
— 1 —e 2 clog(k) ,

con ¢ > 0. Como la clase de grafos es de grado minimo d(k) y d(k) = w(log(k)), luego
2 d(k)

)
rp(Gy) > 1 — M0 G0am) 1 cuando k — oo. |

En el caso de que p > 0 sea cualquiera, hay clases de grafos para las que se pueden obtener
resultados similares. Tal es el caso de grafos regulares planares de grado méaximo 4 y arboles.

3.2. Grafos planares regulares de grado 3 y 4

Sea GG un grafo planar cibico. Notemos que al considerar un ciclo C' en el grafo y S =
V(C), como cada vértice en S tiene exactamente dos vecinos dentro del conjunto, teniendo
por ende a lo mas dos vecinos fuera de él, este conjunto resulta ser una comunidad de G.

Un tipo de ciclo particular es aquel de las fronteras de caras de GG. El hecho de que estos
sean suficientemente numerosos sera de ayuda para estudiar r,(G).

Comenzamos estudiando el caso en que G es cibico. Claramente, se tiene que 3|V| = 2| E]|.
Denotemos por F' al conjunto de las caras de G. Gracias a la formula de Euler, sabemos que
V| + |F| — |E| = 2. Luego, para grafos planares ctibicos se tendra que |E| = 3|F| — 6. Sea
ahora P; el nimero de caras de tamano ¢ y P<; el nimero de caras de tamano a lo més &.

Lema 3.5. Sea G un grafo planar cibico. Luego P<g > | F|.
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Demostracidn. Notemos primero que |F| =) .., P;, de donde se sigue que |E| =3)" .., P —
6. Por otra parte, ) ... iP; = 2|E|. De estas dos ecuaciones, obtenemos:

6 P—12=) iP (3.1)

i>3 i>3
Simplificando, se tiene que:
3P;+2P,+ Ps =12+ ) (i—6)P, (3.2)
i>T

Luego, revisamos dos posibles casos:

» Caso 1: 3P; + 2P, + Ps > 1| F|.
En este caso P; + Py + Py > 1—12|F\ y por ende P<g > %|F\

L] Caso 2: 3P3+2P4+P5§i|F|
En este caso, gracias a B2), Y_,., P < 1|F].

Luego 3,4 P < $|F| y asi Ps > £|F|. De donde se tiene que P<g > | F|. |

Con la ayuda de este lema, podemos concluir el siguiente resultado.

Proposicién 3.6. Dado p > 0, para cualquier secuencia creciente (Gy)ren de grafos cibicos
planares se tiene que limy_,o r,(Gy) = 1.

Demostracion. Sea G, un grafo de la secuencia, con |V (Gy)| = ni. Consideremos Fy;,; cual-
quier subconjunto maximal de caras disjuntas de tamano menor o igual a 6. Como cada una
de las caras en Fy;; tiene a lo mas 6 caras vecinas, se tiene que |Fys;| > |P<¢| — 6| Fuis;| ¥
por ende, gracias al lema anterior:

1 1
Fuisil > =|P<g| > —|F
| d,7|—7‘ §6|—84| ‘
Ahora, tal como vimos antes, usando la féormula de Euler y el hecho de que G}, es cubico
tenemos que |F| =2+ % Es decir, el nimero de caras del grafo crece linealmente con ny y

por ende |Fy;;|.
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Para cada cara f € Fy;j, los vértices de f son una comunidad de Gy. Luego
Tp(Gk;) Z IP{Elf € Fdisj : V(f) g V;?(Gk)}
= > P{V()) S V(Gn},

f€Fis;
y la probabilidad de este tltimo evento es al menos p°, asi
7(Gr) 2 |FuissIP°

lo cual vimos, crece linealmente con n;. De aqui, se concluye el resultado. [ |

Dado que los ciclos asociados a caras son también comunidades en grafos planares regu-
lares de grado 4, el resultado se extiende de manera natural a dicha clase de grafos.

Proposiciéon 3.7. Dado p > 0, para cualquier secuencia creciente de grafos (Gy)ren de
grafos planares requlares de grado 4, se tiene que limy_o 1,(Gy) = 1.

Otra clase de grafos para la cual propiedades similares se manifiestan es aquella de los
arboles.

3.3. Arboles

Lema 3.8. Sea T}, un drbol con k vértices. Sea p >0 y ¢ =1 — p. Luego
k
rp(T) = (1= q2)ry(Ti-1)-

Demostracion. Sea k > 3. Sea Vo C V(T}) el conjunto de vértices en T} con grado a lo mas
2.

Es facil ver que |V5| > % Probamos este hecho por induccion en la altura del grafo, h (medida
desde una raiz r € V(T}), fija). Para h = 1, solo la raiz r tiene grado mayor a 2. Como el

resto de los vértices son hojas y luego pertenecen a Vs, asi |Vo| >k —1 > g, ya que k > 3.

Ahora si T} es de altura h > 1, consideramos U}, el conjunto de vértices de altura h y
U-n, aquel de los vértices de alturas menores que h. Se tiene que todos lo vértices en Uy, son
hojas (porque el arbol es de altura h) y por ende Uy, C V5. Si consideramos T' := T}, \ Uy, que
es un arbol de altura h — 1, se tendra por hipotesis inductiva que |Vo(T')| > % (con Vo(T)
el conjunto de vértices de grado menor o igual a dos en T'). Cuando volvamos a agregar
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los vértice de U, al arbol T', es posible que vértices aumenten su grado de 1 a 3 o mas,
disminuyendo asi el tamano de V5(T'). Sin embargo, estos vértices son a lo mas uno por cada
par de hojas de Uj,. Resumiendo, obtenemos:

U, U U, k

Unl o [Ushl | 1O _ K

> T —
Val 2 V(T) U] = 1 2 st B =2

gracias a que |U-p| + |Uy| = |U<p, UUR| = |V (T)| = k. De aqui se concluye el resultado.

Veamos ahora que toda comunidad en T}, contiene al menos un vértice de V5. En efecto,
consideremos una comunidad S, de T. Sea v el vértice en S a mayor distancia en el arbol
a la raiz r. Se tiene que v € V5, de lo contrario dg(v) > 3 y por ende debe tener al menos
dos vecinos en S (para que la condicion de comunidad se cumpla). Sin embargo uno de estos
estard a una distancia mayor que v de 7.

De esta manera, si V,(7}) no contiene vértice de V3, este no podra contener una comunidad
de Ty. Se sigue entonces:

rp(Tk) > P{V,(T}) tiene una comunidad | Vo NV, (T) # ¢}P{Va N V,(T}) # ¢}
+ P{V,(T}) tiene una comunidad | Vo NV, (T}) = ¢}P{Va N V,(T}) = ¢}
> P{V,(T}) tiene una comunidad | Vo NV, (T) # ¢} P{VaNV,(Tk) # ¢} + 0

> 1p(Tho1) (1 — ¢"?),
yyaque |Vo| >5yp<l,

> ry(Ti1)(1 = g7) =

Proposicién 3.9. Dado p > 0, existe 6, > 0 tal que para todo drbol T' se tiene que r,(T) > 6.

Demostracion. Notemos primero que r,(T3) = (1 — ¢)(1 — ¢*), es decir, la probabilidad de
que el vértice de grado 2 esté en V,(T) y que alguno de los vértices de grado 1 también lo
haga. Luego, tenemos que 7,(73) > (1 — q2)(1 — q%)(l — q%). Asi, por el lema previo:

k
>H 1—q5
=1
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Luego
k .
rp(Ti) > exp | > (In(1— qi)))
=1
i 1
> exp 1— -
; 1 - q2>
k _q%
= exp i
; 1- qﬁ)
1 <
=ep |-, > q5>
i=1

3.4. Conjeturas

En este contexto, se conjetura que si p es grande es posible encontrar comunidades en
V,(G) con una probabilidad positiva dada, para todo grafo. Es decir:

Conjetura 1. Sea p > % Luego eziste 6, > 0 tal que para todo grafo G, se tiene que
rp(G) > 6.
Ademas, si el grado méaximo del grafo esta controlado, se conjetura un resultado aun mas

fuerte:

Conjetura 2. Sea d € N y p > 0. Dada cualquier secuencia creciente de grafos (Gy)ren de
grado mdzimo a lo mds d, se tiene que limy_,or,(Gy) = 1.
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Capitulo 4

El Coeficiente de Comunidad

4.1. Un primer acercamiento

Dado un vértice v de un grafo G = (V, E), sea S, C V una comunidad de tamano minimo
conteniendo a v. Una observacién que motiva esta parte del trabajo es: en grafos localmente
estructurados el valor de |.S,| es usualmente pequeno.

De esta manera, a modo de medir qué tan localmente estructurado es un grafo alrededor de
v, surge el deseo de asociar a cada v el valor |i—”| Sin embargo, como veremos a continuacion,
calcular el tamano de S, resulta ser NP-duro. Formalicemos esto, definiendo el problema
COMUNIDAD.

COMUNIDAD
Instancia: Grafo Gy k € N
Pregunta: ;Hay alguna comunidad S en G tal que |S| < k7

Para probar la NP-completitud de COMUNIDAD, usaremos el hecho de que el siguiente
problema es NP-completo [2].

HALF-CLIQUE
Instancia: Grafo GG, con n vértices.
Output: ;Hay algiin clique en G de tamano al menos 47

Proposicién 4.1. HALF-CLIQUE es NP-completo.
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Demostracion. Se tiene que CLIQUE se reduce a HALF-CLIQUE. La reduccion es la siguiente,
dada una instancia de CLIQUE, (G, k) en donde G tiene n vértices; sean los conjuntos V,, y
Vor de n y 2k nuevos vértices respectivamente. Se agregan estos dos conjuntos a los vértices
de G y se conecta cada vértice de V,, a todo vértice de G. Ademas, se conectan todos los
vértices dentro de V,,. Llamamos a este nuevo grafo G'.

Se tiene claramente que G tiene un clique de tamano k si y solo si GG/, tiene uno de tamano
k+n (los cliques de tamatio k+n de G’ son V,, y un clique de tamanio k de GG). Pero G’ tiene
exactamente 2(k + n) vértices, por lo que lo tltimo es una instancia de HALF-CLIQUE. W

Ahora podemos probar que COMUNIDAD es NP-completo, reduciendo HALF-CLIQUE a
COMUNIDAD.

Proposiciéon 4.2. COMUNIDAD es NP-completo.

Demostracion. Sea G = (V, E) una instancia de HALF-CLIQUE. Construimos el grafo G’ de
la siguiente manera (ver Figura EZT]). Consideramos los grafos G; = (V, E), Gy = (V, E) y
Vi, V5 dos copias de V. Ademaés, consideramos cuatro vértices nuevos, uq, us, v1, V2. Ahora,
para i € {1,2}, se conecta cada vértice v de G; con aquellos vértices u € V; tales que
veV\ ({v}UNg(u)). Ademas, el vértice u; se conecta con todos los vértices en G; y v; con
todos los de V;. Finalmente, se conectan los vértices de V; con aquellos de V5, segiin en G, es
decir v € V] se conecta con los vértices u € V5 tales que v € Ng(u).

Go

Figura 4.1: Esquema de la reduccion.

Claramente se tiene que G’ es un grafo n-regular.

Ahora, cualquier clique C' de GG, de tamano al menos 2, induce un clique de G’ de tamano
2
[51] + 1, para esto basta considerar C" = C' U {u,}. Este conjunto resulta ser ademas una
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comunidad en G’, ya que para un vértice v € C’ se tiene que:

tot = [5] =[]

Por otra parte, si S C V(G’) es una comunidad de G’ de tamario [2] + 1, es también un
clique de G’ y se tendra que

S Q V(Gl) U ‘/1 U {ul,vl} 6 S Q V(Gg) U ‘/2 U {UQ,UQ},

ya que no hay adyacencia entre vértices de G; U {u1} y Go U {us}, Vi U{v1} y GoU{us} o
Vo U{ve} vy G1 U {us}. Ademas porque como S puede tener a lo més un vértice de V; o V4
(ya que ambos son por si solos conjuntos independientes), si S C V; U V3, entonces S esté
formado por los extremos de una arista. Pero suponemos que n > 2, por lo que esto no ocurre
(para el caso n = 2, el clique inducido en G es simplemente un vértice).

Por la misma razon (independencia de V; y V5), S no contiene a v; ni ve. Entonces s.p.g.,
S esta conformado por [%W vértices en G y a lo mas un vértice en V; o a uy, no pudiendo
contener ambos ya que u; no es adyacente a ningin vértice en V;. Asi, SNV (G1) es un clique

de tamario al menos |S| —1 = [Z].

De esta manera, G € HALF-CLIQUE ssi (G, [2] 4+ 1) € COMUNIDAD. Obteniéndose asi
el resultado. [

4.2. Definiendo cc(G)

Pese a que el resultado previo implica que en la préactica no hay una forma eficiente
de calcular |S,|, es posible realizar una modificacion a la medida propuesta. Si buscamos
una medida de “clustering”, bastara calcular la profundidad de v, definida como la minima
distancia que es necesario alejarse de v para encontrar una comunidad conteniendo v:

Definicién. Sea un grafo G = (V, E) y v € V, se define
depthg(v) = min{eccg(v) : S es comunidad con v € S}
en donde eccg(v) es la excentricidad de v en 9, la distancia desde v al vértice méas lejano en
S.
Ademés, normalizando esta cantidad, definimos el coeficiente de comunidad como:

B depthe(v)

cca(v) = eccg(v)

Finalmente, el coeficiente de comunidad del grafo G esta definido como el promedio de cc(v)

tomado sobre todos los vértices. Es decir, cc(G) = £ 3~ ccq(v).
veV
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A continuaciéon veremos que cc(G) es de hecho calculable en tiempo polinomial.

4.3. Calculando cc(G)

Para calcular la profundidad de un vértice necesitamos definir la dindmica de regla de
mayoria fuerte e irreversible en un grafo G = (V, E) [22]. Sea S C V y a partir de él
definimos una configuracion inicial como la asignaciéon de Os y 1s a los vértices de V' de la
siguiente manera: asignamos un 0 av siv € Sy 1 de otra manera. La dindmica es la siguiente:
si un vértice tiene estrictamente mas 1s que 0s en su vecindad, luego se convierte en 1 (y
Is nunca se transforman en 0s). El sistema llega al mismo estado de punto fijo F'P(S), si la
regla se aplica tanto en serie como en paralelo. Denotemos m(S) C V' al conjunto de vértices
que se encuentran en estado 0 en FP(S). En otras palabras, m(S) corresponde a aquellos
vértices que “no han sido contagiados por los 1s”.

Veamos primero algunas propiedades de la dinamica:

Proposicion 4.3. Sea ¢ #S" C S C V. Se tiene que

1. m(S") € m(S).

2. 8" es una comunidad = S" C m(S).
3. S es una comunidad < m(S) = S.

4. m(S) # ¢ < m(S) es una comunidad.
5

. m(S) = ¢ < S no contiene comunidades.

Demostracion. Notemos que en la primera aplicacion de la regla de mayoria, los vecinos de
cada vértice en S son al menos los vecinos que posee en S’. Luego si un vértice de S’ no
cambia a estado 1, tampoco lo hara en S. Este mismo argumento se tiene para aplicaciones
sucesivas de la regla de mayoria. Por ende, m(S’) C m(S). Esto prueba 1.

Ahora, si S’ es comunidad todos sus vértices tienen al menos la mitad de vecinos en S’,
por lo que no cambiaran nunca de estado y luego S C m(S’). Y como m(S’) € m(S5), se
tiene que S’ C m(S). Se prueba asi 2 y ademas que S’ C m(S5’), si S’ es comunidad.

Probamos ahora 3. Se tiene que todo vértice en m(.S) necesariamente pertenece a S en la
condicién inicial, ya que no es posible que vértices de estado 0 cambien a estado 1 y regresen
a estado 0 durante la dinamica. Asi m(S) C S. Gracias a esto y a la observacion hecha en el
parrafo anterior, m(S) = S si S es comunidad.
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Por otra parte, si se tiene que m(S) = S, al encontrarnos en el punto fijo de la dinamica
una nueva aplicacion de la regla de mayoria no debe afectar el estado de ningin vértice en
m(S). Para que esta condicion se satisfaga, cada vértice en m(S) debe tener al menos la
misma cantidad de vecinos dentro que fuera del conjunto. Esto significa precisamente que
m(S) =S es una comunidad.

Por la misma razon anterior, cada vez que m(S) # ¢, m(S) es una comunidad. Probandose
asi 4.

Finalmente gracias a 2, toda comunidad contenida en S esta también contenida en m(S).
Por esto si m(S) = ¢, S no contiene comunidades. [

Esta tltima proposicion permite disefiar un algoritmo que calcula depthg(v). Se comienza
con S = {v} U Ng(v). Si m(S) # ¢ luego se tiene que m(S) es una comunidad y por ende
depthg(v) = 1. De lo contrario, depthg(v) > 1, y redefinimos S = S U Ng(5).

El algoritmo DEPTH se define formalmente como:

DEPTH Input: G = (V, E),v € V. Output: depth(v).
S —{v}, r<0
while » < n do

Encontrar m(S) (aplicando la regla de mayoria)

if m(S) # ¢ then

return r

end if

S«— Su Ng(S)

rer+1
end while

Se tiene que
Proposicion 4.4. DEPTH retorna depthg(v) y su complejidad en tiempo es O(n?).
Demostracion. Veamos primero la correctitud del algoritmo. Notemos primero que V' en si

mismo es una comunidad. Sea d* = depthg(v) y sea S* una comunidad conteniendo a V' y
tal que eccg«(v) = d*. En cada paso k el conjunto S es el conjunto

NE()={ueV : dg(v,u) < k}.

Si k < d*, se tendra que m(NE(v)) = ¢. De lo contrario depthg(v) serfa mas pequefio. Por
otra parte, como S* C N& (v), por la proposicién anterior se tiene que m(N& ) # ¢. Es decir
el algoritmo retornara d*.
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Para la complejidad, notamos que calcular m(S), para cada valor de r, toma a lo més n?
pasos. Esto porque la regla de mayoria se aplica a lo méas n veces (al menos un 0 se convierte
en 1, cada vez) en a lo méas n vértices. Como r puede tomar valores entre 0 y n, se obtiene
el tiempo O(n?). |

Ahora, para completar el calculo del coeficiente, se debe calcular la excentricidad de todo
vértice v € V(G). Esto puede hacerse corriendo n veces el algoritmo de Dijkstra en cada
vértice del grafo (ya que la distancia de los arcos es positiva), el cual con una implementacion
ingenua, toma O(n?). Esta complejidad puede ser mejorada con implementaciones usando
heaps, para ello ver [29].

Asi, finalmente se tiene que

Proposicion 4.5. El problema de calcular cc(G) tiene complejidad de tiempo O(n?).

Demostracion. Para cada vértice v € V(G), se corre DEPTH para calcular depthg(v) y luego
alguna implementacion de Dijkstra. Todo esto toma O(n?*) (lo cual incluye promediar sobre
todo vértice, que toma O(n)). |

24



Capitulo 5

Resultados Experimentales

Dado que el coeficiente de comunidad puede ser calculado eficientemente, en este capitulo
realizamos experimentos para estudiar su comportamiento en dos clases de grafos, a-Grafos
y [-Grafos. Estos grafos han sido usados anteriormente para estudiar al coeficiente de clus-
tering |7, [6]. Gracias a esto, compararemos ambos coeficientes.

Las simulaciones se realizaron en Python, usando el paquete NetworkX [30] para mani-
pulacion de redes complejas.

5.1. «-Grafos

El modelo « se construye agregando aristas a un substrato dado (que es en este caso
un anillo, debido a las caracteristicas de ser una estructura minimal conexa y de didmetro
grande) segin la cantidad de vecinos en comin de vértices. En concreto, la probabilidad de
agregar una arista (¢, j) al grafo es proporcional a la cantidad R;;, dada por:

1, Si mij > k
Rjy=3 [F]"(1=p)+p, Si0O<mij<k
b, Si mg;; = 0

En donde m,; es el nimero de vecinos en comin entre ¢ y j. Ademas, p es una probabilidad
base de conexion entre vértices y k es el grado esperado. Este modelo favorece la conexion
entre vértices con gran cantidad de vecinos en comiin.

Se presenta en la Figura by la Figura B2 los resultados de calcular cc(G) y ¢(G) para
diversos valores de «, promediados sobre 20 realizaciones del grafo. Para la probabilidad base,
se us6 p = 10710,
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Figura 5.2: c¢(G) vs. ¢(G). Modelo «, con n =200y k = 6.

Notamos que el comportamiento del coeficiente de comunidad es similar al del coeficiente
de clustering, en cuanto a discriminar grafos locales (generados con a pequeno) y grafos
cerca del limite aleatorio (para « grande). Naturalmente dicha discriminacion se produce de
manera opuesta para el coeficiente de comunidad, debido a que mientras menos local sea el
grafo, més grande es el radio de una comunidad minimal en torno a un vértice.

Otra observacion es que el “salto” en el coeficiente de comunidad (la transicion desde
valores « pequenio hacia valores de a grandes), se produce para los mismos valores del pa-
rametro a que en el caso del coeficiente de clustering. Lo cual permite usar el coeficiente de
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comunidad para reconocer el fenémeno “pequeno mundo”, es decir coeficiente de clustering
alto y diAmetro pequeno.

Ademas, se tiene que para valores de o grandes, es decir cerca del limite aleatorio, cc(G)
se estabiliza tal como lo hace ¢(G) (el cual deberia cumplir que lim, .« ¢(G) ~ (k/n), como
se muestra en [6]).

5.2. (-Grafos

El modelo § consiste en un 1-lattice perfecto, en donde cada vértice tiene k vecinos
(k/2 a cada lado), y luego se reconectan aleatoriamente las aristas, con probabilidad 3. Este
procedimiento se realiza escogiendo un vértice y una arista que lo conecte con su vecino
més cercano en sentido horario. Con probabilidad (3, se reconecta este extremo a otro vértice
escogido aleatoriamente. Este procedimiento se repite para todos los vértices del anillo. Luego
se realiza otra vuelta por el anillo, reconectando aristas hacia segundos vecinos més cerca en
el sentido horario. Asi continuamos el proceso, considerando vecinos cada vez més lejanos,
hasta que toda arista es considerada una vez para reconexion. Un esquema de la forma de
etos grafos para diversos valores de ( se presenta en la Figura B3

Figura 5.3: §-Grafo, para diversos valores de (3.

En la Figura b4l y la Figura se observa el valor de ambos coeficientes para 0 < 3 < 1.
Podemos observar que el comportamiento de ambos coeficientes es similar, en el sentido
de discriminar los extremos de grafos con clustering alto (3 pequefo) y cerca del extremo
aleatorio (# ~ 1). De la misma manera que en el modelo «, cc(G) se estabiliza en el extremo
aleatorio. En resumen, observamos que los coeficientes de comunidad y clustering tienen
comportamientos similares. Ademas, un coeficiente de comunidad bajo esta asociado a grafos
localmente estructurados.

27



Capitulo 5: Resultados Experimentales

0.8

Comunidad ——

Clustering ------
07t 9

777777777777777 el

Figura 5.4: cc(G) vs. ¢(G). Modelo 3, con n = 500 y k = 6. Se utiliza escala semilogaritmica.

0.8 T

Comunidad —+—
Clustering ------

0.7 |

Figura 5.5: cc(G) vs. ¢(G). Modelo 3, con n = 1000 y k = 6. Se utiliza escala semilogaritmica.
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Capitulo 6

El Coeficiente de Comunidad en Grafos
Planares sin Puentes Regulares de Grado

3y4

Una primera observacion evidente es que en la grilla de m x n vértices, el coeficiente de
comunidad se va a cero, al crecer el tamano del grafo. De hecho en este caso todo vértice
pertenece a una comunidad pequena: un ciclo de largo 4. El objetivo de este capitulo es
intentar generalizar en lo posible este resultado.

Consideramos G = (V, E') un grafo planar ciibico. Si pensamos en G ya dibujado en el
plano (al ser planar), luego los ciclos correspondientes a fronteras de caras son comunidades
y de hecho entre ellos se encuentran las comunidades minimales de vértices. Llamaremos a
tales comunidades F-comunidades y denotaremos al conjunto de F-comunidades por F(G).
Una funcion f: V — F(G), sera llamada F-funcién. Una F-funcion particular que llamamos
fmin €s aquella que asocia a cada vértice la cara de largo menor que lo contiene, es decir

De esta manera, la excentricidad de la comunidad méas pequena en torno a v sera el diAmetro
de la cara més pequena entre las que lo contienen, es decir

depthg(v) = [T

Calculamos primero el coeficiente para un grafo con radio pequeno entre los cubicos
planares. Consideramos entonces el grafo formado por tres arboles binarios completos de
profundidad k£ — 1 (que llamaremos subarboles), unidos a un vértice central, y por un ciclo
conectando a todas las hojas de los subarboles (ver Figura B.T]).
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Figura 6.1: Grafo cubico formado a partir de arboles binarios completos de profundidad
k—1=2.

k—1
Notemos que el nimero de vértices de este grafo es n = 3 (Z 2’) +1=3-2"-2 de
i=0

donde
n -+ 2
3 )
Ademas se tiene que el radio del grafo, es decir la minima excentricidad, es igual a k (la
excentricidad del vértice raiz).

k = log(

Usamos la misma notacion que en la Seccion B2 Es posible deducir ademas que para
grafos planares ctbicos se tiene que |E| = 3|F|—6y |F| =n/2+ 2. Notando que |F|=>_ P,
i>3

y ademas 2|E| = ) iP;, de lo anterior se obtiene
i>3

» iP=6> P—12 (6.1)
i>3 i>3
Ahora, calculamos el coeficiente de comunidad:

ce(G) = 1 Z depth(;(v)'

n = ecc(v)

Como la excentricidad minimas es k y depthg(v) < |fmin(v)],

(@) < 3 a0

veV

Calcularemos explicitamente el valor de ) | fnin(v)|, notando que el vértice central del grafo
veV
pertenece a las tres caras de largo 2k + 1 y los 3- 281 vértices en la frontera del grafo (hojas

de los subarboles) pertenecen a caras de largo 3 y por ende su valor de | f,.,(v)| es 3. Por
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otra parte, los vértices interiores de los subarboles tienen como cara de menor largo a aquella
cara a la que pertenecen sus dos vecinos en un nivel més de profundidad en el subarbol (ver
FiguraG2), cuyo largo es 2(k — i) 4+ 1 para un vértice de profundidad ¢ (en donde suponemos
que las raices de los subarboles tienen profundidad 1) y se tiene que hay 2°~! vértices de
dicha profundidad. Multiplicando por los tres subarboles las cantidades correspondientes, se
obtiene:

k—1
Z | fnin(@)| = 2k +1) +9-21 43 (Z 2712k — i) + 1))

veV i=1

Figura 6.2: Caras y su largo en un subarbol. Caso k = 4.

Por otra parte, calculamos > iP;. Tenemos la cara exterior del grafo, de largo 3-2¥~1 (la
i>3
tnica de dicho largo); ademés hay tres caras de largo 2k + 1, ubicadas entre los subarboles
del grafo.
Finalmente, debemos contar las caras interiores restantes. En cada subérbol, por cada uno
de los 2! vértices interiores de profundidad 4, hay una cara de largo 2(k — i) + 1 asociada
(aquella a la que pertenecen sus hijos en el subarbol). Luego, el conteo resulta:

D iP=3(2k+1)+3-2"" 43 (ki 2071 (2(k —4) + 1))

i>3 j=1

De esta manera, se concluye que

> fmin(@)] =Y il +3-2% — (4k +2)

veV i>3
=Y P+ 3 255 — (4k + 2)
i>3
= iP+n - 4k.
>3
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Volviendo, entonces al calculo de cc(G), tenemos

ce(G) = n_lkj (Z 1P+ n — 4k>

>3

y utilizando la Ecuacion (B]),

ce(@) :n—lk (623—12+n—4k)

i>3
1

= — (6|F| —12 —4k) .
— (61F] +n )

Ademéas como n = 2|F| — 4 y en cualquier grafo cibico planar |F| > 4, se tiene que n > |F|
y por ende,

6|F| 12 1

) el

R T
7 12 4

4
n

- 7 _ 12 _é
~log((n+2)/3)  nlog((n+2)/3) n

De aqui se deduce que cc(G) — 0.
n—oo

El célculo anterior motiva la sospecha que todo grafo ctibico planar que tenga un radio
que crezca con n, tendra un coeficiente de comunidad que se va a 0 con n. La razoén por la
que esto sucederia es que el tamafno promedio de un comunidad en torno a un vértice (un
ciclo o cara) es O(1).
Confirmaremos parcialmente esta sospecha, probando que todo grafo planar ctibico pero sin
puente, cumple que lim,,_, cc(G) = 0. Primero veremos que el radio de un grafo de grado
méaximo dado crece de manera al menos logaritmica en n. Luego, como diam(G) < 2-r(G),
el radio también crecera al menos de manera logaritmica con n.

El siguiente resultado, relacionado con el problema introducido por E.F. Moore de acotar
el nimero de vértices de un grafo de diametro D y grado maximo A dados [31] (nap),
permite deducir el crecimiento buscado.

Teorema 6.1. [E.F Moore, 1958]

nap <1+A+AA—-1)+---+AA-1)P

1Un puente es una arista cuya remocién desconecta a G.
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y por ende,

AA-1)P -2
A—2

nop < 2D +1

na,p < para A > 3

Demostracion. Ver [32). [

Asi, se tiene el siguiente corolario:

Corolario 6.2. Si G es cibico, 7(G) = Q (log(n))

Demostracion. Gracias al Teorema [E1],

. 2
n < 3.2%m@) _9 & log (%) < diam(Q)

ademés, como diam(G) < 2-r(G), se tiene el resultado. [

A continuacién veremos un par de lemas relacionados con la existencia de una F-funciéon
(que puede no ser f,;,), de suma importancia para probar el resultado.

Lema 6.3 ([33]). Sea G = (V, E) un grafo plano cibico y sin puentes. Luego eziste una
F-funcion fy tal que para toda F-comunidad h € F(G), |fy ' (h)| < 5.

Demostracion. Consideremos el grafo dual de G, G* = (F(G), E*). Como G es plano, cibico
y no tiene puentes, luego G* es un grafo plano sin bucles ni aristas multiples. Buscamos una
asignacion fy, que asocie a cada vértice una F-comunidad particular a la que pertenezca. Por
dualidad (ver Figura esto es equivalente a buscar una funcién f* que asigna a cada cara
b
h* € G* un vértice particular v* € G* con v* en la frontera de h*. Luego, debemos probar
J
que en la construccion de f* a lo mas 5 caras de G* reciben el mismo vértice en la asignacion.

Procedemos por induccion en el nimero de vértices de G*. Si G* tiene un vértice, la tinica
cara del grafo es marcada con dicho vértice. Supongamos ahora que G* tiene n + 1 vértices.
Un hecho clave que usaremos a continuacion es

Todo grafo planar simple (sin bucles ni aristas mailtiples) tiene al menos un vértice
de grado a lo mds 5.
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G*

f2

—>st

i

Figura 6.3: Ejemplo de parte del grafo y su dual.

Si esto no fuese cierto, tendriamos que |E*| > $|V*|, contradiciendo la relacion entre aristas
y vértices que se satisface para este tipo de grafos: |E*| < 3|V*| — 6.

Sea entonces v* un vértice tal. Consideramos el grafo G’ := G*\v* (i.e. borramos el vértice
y todos las aristas incidentes). Por hipotesis de induccion podemos resolver el problema de
asignacion en G'. El lugar ocupado por v* corresponde a una cara de G’ y dicha cara contiene
a lo mas 5 caras en G*. Asignamos v* a todas estas caras, obteniendo el resultado. ]

De aqui es posible acotar la suma de las comunidades en torno a los vértices de G.

Lema 6.4. Sea G = (V, E) un grafo planar cibico sin puentes. Luego eziste una F-funcion
fo tal que > |fo(v)| < 15]V].

veV

Demostracion. Consideremos la F-funcion fy del lema previo. Luego:

STIh@= > Ihllfe (W) <5 > b =5-2|E|=53|V]. u

veV heF(G) hEF(G)

Finalmente podemos concluir el resultado para grafos cibicos planares sin puentes:

Proposicién 6.5. Toda secuencia creciente (Gy)ren de grafos planares cibicos sin puentes
satisface que limy_,o cc(Gy) = 0.

Demostracion. Sea Gy, = (Vi, Ex) un grafo de la secuencia y supongamos s.p.g. que |Vj| = k.
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Luego

En donde usamos el hecho de que depthg, (v) = { : < fo(v) y en donde fj es la F-funcion

de los lemas anteriores. Ahora, como r(Gj) = Q(log(k)), se tendra que cc(Gy) = O(@).

Asi concluimos que limy_., cc(Gy) = 0. [ |

Observaciéon 1. El resultado anterior puede ser extendido naturalmente a grafos planares
regulares de grado 4 y sin puentes. Esto ya que como fue mencionado en B2, en esta clase
de grafos los ciclos (y por ende las fronteras de caras) son también comunidades.

Observacion 2. La condicion de que los grafos no posean puentes es necesaria para el
resultado anterior. De hecho, en la Figura se exhibe un grafo cibico planar de tamano

6n con cc(G) > e

Figura 6.4: Un grafo ctibico planar con puentes.
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