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Capítulo 1
De�ni
iones y Nota
iones Preliminares

El presente trabajo asume un 
ierto 
ono
imiento en teoría de grafos y 
omplejidad
omputa
ional, sin embargo es saludable indi
ar 
uáles son las de�ni
iones y nota
ionesque se usarán. Para más detalles o no
iones bási
as a
er
a de teoría de grafos, 
onsultar [1℄.Para 
omplejidad 
omputa
ional, 
onsultar [2℄.Sea un grafo G = (V, E), 
on V el 
onjunto de vérti
es y E el de aristas. En generaldenotamos V (G) = V y E(G) = E. Dado un sub
onjunto de vérti
es S ⊆ V , G(S) representael subgrafo de G indu
ido por los vérti
es de S. Denotamos al 
orte indu
ido por S 
omo
E(S, S) = {(u, v) ∈ E : u ∈ S ∧ v ∈ S}.Dado un vérti
e v ∈ V , el grafo G \ v se de�ne 
omo el grafo que se obtiene de removeral vérti
e v de G y todas sus aristas in
identes. Es de
ir, G \ v := (V \ {v}, E \ {(v, u) ∈ E :
u ∈ V }).La ve
indad de v en G, será denotada por NG(v) := {u ∈ V (G) : (u, v) ∈ E(G)}. Elgrado de v en G, se denotará dG(v) = |NG(v)|. Esta nota
ión se extiende naturalmente paraun 
onjunto de vérti
es S ⊆ V : dS(v) = |NG(v) ∩ S|. Un grafo se di
e regular si todos susvérti
es tienen igual grado d. Si d = 3, el grafo se di
e 
úbi
o.La distan
ia entre los vérti
es u y v en el grafo G, se denotará dG(u, v). La e

entri
idadde v en G será denotada eccG(v) = máx

u∈V (G)
dG(u, v). Esta última nota
ión también se extiendenaturalmente a S ⊆ V 
omo eccS(v) = eccG(S)(v). El radio de G, se denotará r(G) =

mı́n
v∈V (G)

eccG(v) y el diámetro de G, será denotado diam(G) = máx
v∈V (G)

eccG(v).Para 
ualquier otra de�ni
ión que haya sido omitida aquí, se sugiere revisar las referen
iasseñaladas al prin
ipio de este 
apítulo. 1



Capítulo 2
Introdu

ión

El uso de grafos en la modela
ión de diversos problemas y fenómenos, es natural y 
ada vezmás fre
uente en distintas áreas. Algunos ejemplos son Internet, la World Wide Web, redesso
iales entre individuos, redes neuronales, redes metabóli
as, redes de alimenta
ión, redesorganiza
ionales y de nego
ios, redes de disribu
ión, redes de 
itas entre artí
ulos 
ientí�
os,entre otros. En di
hos modelos, los vérti
es del grafo podrían representar a los objetos oindividuos involu
rados y las aristas a las rela
iones entre estos. Para ex
elentes revisionesa
er
a del tema y referen
ias, ver [3, 4℄.El estudio de redes 
omplejas, tanto de su estru
tura 
omo fun
ión, ha 
ambiado 
onsi-derablemente en el último tiempo por diversas razones. Una primera razón es la diferen
iaentre las estru
turas topológi
as usadas. En los ini
ios, se asumía que las rela
iones de in-ter
onexión entre individuos podían ser representadas en estru
turas regulares 
omo latti
ese hiper
ubos, entre otros. No fue hasta los años 50s que 
omo forma de modelar las inter-a

iones, se adopta el uso de grafos aleatorios (herramienta matemáti
a debida a Erdös yRényi [5℄). Sin embargo, en los últimos años, se des
ubre que gran parte de las redes en
on-tradas en fenómenos reales mani�estan un 
omportamiento intermedio, entre el orden y laaleatoriedad [6, 7, 8℄. Estas 
on
lusiones han sido mu
has ve
es motivados por la posibilidad(debida al aumento del poder de 
ál
ulo), de realizar experimentos estadísti
os sobre redesreales.Otra razón del 
ambio men
ionado, es que en lugar de estudiarse propiedades de grafospequeños y de vérti
es parti
ulares de ellos, se ha dirigido la aten
ión ha
ia propiedadesestadísti
as de grafos a gran es
ala. Como fue observado antes, esto se ve motivado por laintrodu

ión de 
omputadores, que ha
en fa
tible el análisis de grandes 
antidades de datos.Esto trae 
onsigo el he
ho de que preguntas que antes pare
ían interesantes en el estudiode redes, hoy sólo tienen sentido si son planteadas 
on un enfoque estadísti
o. Un ejemplo(men
ionado en [3℄) es el de la pregunta: ¾Qué vérti
e es más 
ru
ial para la 
one
tividad del2



Capítulo 2: Introdu

ióngrafo, si es removido?, que en el 
ontexto a
tual tiene más sentido 
omo: ¾Qué por
entajede vérti
es es ne
esario remover para sustan
ialmente afe
tar la 
one
tividad del grafo dealguna manera dada?Un ter
er aspe
to es que, pese a que la inspe

ión visual es de gran ayuda para analizarredes de 
ierto tamaño razonable, redes de millones o billones de vérti
es son imposibles deexaminar a ojo desnudo. In
luso al tratar de usar las poten
ialidades de la genera
ión deimágenes vía 
omputadores, los dibujos obtenidos muy po
o dirán a
er
a de la estru
turade la red. Es de
ir, vía una aproxima
ión estadísti
a, se intenta saber 
ómo se ve una red
ompleja sin poder mirarla.Como se puede apre
iar, el 
omún denominador es la introdu

ión de té
ni
as estadísti
asal estudio de redes 
omplejas. Sin embargo, es pre
iso señalar que este enfoque estadísti
otiene limita
iones y no permite estudiar todas las propiedades importantes que se bus
an. Unaspe
to parti
ular que nos interesa en este trabajo, es el de obtener medidas de propiedadesestru
turales del grafo que permitan prede
ir su 
omportamiento global, ante reglas queinvolu
ran lo
almente a sus vérti
es. En otras palabras, el identi�
ar estru
tura lo
al en este.Una medida emblemáti
a de estru
tura lo
al en grafos es el llamado 
oe�
iente de 
lus-tering, la 
ual pasamos a des
ribir.2.1. El 
oe�
iente de 
lusteringDado un grafo G = (V, E) 
on n vérti
es, el 
oe�
iente de 
lustering de un vérti
e v degrado d (denotado c(v) e introdu
ido en [7℄), es de�nido 
omo el 
o
iente entre el número dearistas ev entre ve
inos de v y su máximo valor posible d(d−1)
2

. Es de
ir:
c(v) =

2ev

d(d− 1)
.El promedio de c(v) sobre todos lo vérti
es del grafo se de�ne 
omo el 
oe�
iente de 
lusteringde G, c(G). Este número, indi
a en qué medida los ve
inos de un vérti
e v, son ve
inos entre sí.Esto, en términos de redes so
iales, indi
a qué tan probable es que los amigos de un individuosean también amigos. Además, el 
oe�
iente da 
ierta informa
ión a
er
a de la estru
tura delgrafo. De he
ho, Watts y Strogatz lo usaron en [7℄ para estudiar empíri
amente el fenómenodel pequeño mundo. Este fenómeno di
e rela
ión 
on grafos que son lo
almente 
one
tadosa diferen
ia de grafos aleatorios 
lási
os (y que en 
onse
uen
ia tienen un 
oe�
iente de
lustering más alto que estos últimos), mientras que sin embargo ambos tipos de grafospresentan un diámetro pequeño.Numerosas han sido las men
iones en la literatura respe
to de las limita
iones que presentael 
oe�
iente y a la vez propuestas para generalizar el mismo. En [9℄, se introdu
e una3



Capítulo 2: Introdu

iónde�ni
ión que intenta �ltrar el efe
to de la 
orrela
ión 
on el grado de los vérti
es. Es de
ir,el 
oe�
iente tradi
ional para vérti
es de grado alto 
one
tados 
on vérti
es de grado mu
homenor será siempre pequeño, independiente de la manera en que estén 
one
tados sus ve
inos.Un ejemplo de este he
ho se presenta en la Figura 2.1, en donde el 
oe�
iente de 
lusteringdel vérti
e 1 es c(1) = O(1/n) y por lo tanto, de
re
iente a 
ero 
on n → ∞. Sin embargo,los ve
inos de 1 están todo lo 
one
tados que sus grados permiten.PSfrag repla
ements12 34 n− 2Figura 2.1: Doble estrella 
on dos vérti
es.La de�ni
ión de este nuevo 
oe�
iente (c̃(v)) se basa en 
onsiderar (para un vérti
e v) enlugar del número total de posibles aristas entre sus vérti
es ve
inos, este mismo número pero
ondi
ionado al grado de los ve
inos de v. Es de
ir, si llamamos a este último número wv,
c̃(v) =

ev

wv

.Notemos que un ve
ino u de v, puede tener a lo más mı́n(dG(v)− 1, dG(u)− 1) aristas ha
iaotros ve
inos de v. Luego
wv ≤









1

2

∑

u∈NG(v)

[mı́n(dG(v), dG(u))− 1]







 ≤
(

dG(v)

2

)

.Es de
ir, wv 
onsidera no solo el grado de v, sino que no todas las aristas en ve
inos de vestán disponibles y que además las aristas disponibles deben formar triángulos . Por otraparte, en [10℄ se introdu
e un 
oe�
iente de 
lustering 
on pesos (cw(v)), para una fun
ión
w : V → R+ sobre los vérti
es. Este 
oe�
iente, tiene la misma de�ni
ión lo
al que el
oe�
iente tradi
ional, la diferen
ia se en
uentra al momento de promediar sobre todos losvérti
es del grafo:

cw(v) =
1

∑

v∈V

w(v)

∑

v∈V

w(v)c(v)Una posible fun
ión de peso de la 
ual sólo ha
e men
ión en [10℄ es la del grado, es de
ir
w(v) = dG(v). Estos pesos, sugieren una forma de tratar el problema de la 
orrela
ión de
c(v) 
on el grado de los vérti
es.Otra limita
ión fundamental del 
oe�
iente de 
lustering es expuesta en la Figura 2.2.En este grafo se observa una 
lara estru
tura lo
al (k está �jo), sin embargo 
omo sus 
i
los4



Capítulo 2: Introdu

iónmás pequeños son de largo k + 1, si k > 2, su 
oe�
iente de 
lustering es 0. Lo mismosu
ede en grafos 
on estru
tura de latti
e, 
on 
intura grande. Para ata
ar este problema,se ha propuesto 
ambiar la pregunta que motiva la de�ni
ión del 
oe�
iente de 
lustering.En lugar de preguntarse: �¾Cuántos de mis ve
inos están 
one
tados?� otros autores en [11℄
omenzaron a preguntarse: �¾Qué tan 
er
anamente rela
ionados se en
uentran mis ve
inos?�.
PSfrag repla
ements k

Figura 2.2: Un grafo 
on estru
tura lo
al.Con esta motiva
ión detrás, en [12℄ se introdu
e el llamado 
oe�
iente de 
uadrí
ula,denotado para un vérti
e v 
omo c4(v). A diferen
ia del 
oe�
iente de 
lustering que 
uenta
uántos 
i
los de largo 3 hay en el grafo que 
ontengan a v (esta es pre
isamente la 
antidad
ev), el 
oe�
iente de 
uadrí
ula 
uenta 
uántos 
i
los de largo 4 hay que 
umplan la misma
ondi
ión (dividiendo en este 
aso por el número de 
i
los de largo 4 posibles que 
ontienena v). Como se supone, sin embargo el 
oe�
iente de 
uadrí
ula no logra resolver el problemaen 
asos más generales (
omo el de la Figura 2.2, 
on k mu
ho mayor).Una generaliza
ión natural (aunque levemente distinta) es la introdu
ida en [13℄, que
onsiste en estudiar 
oe�
ientes de 
lustering de orden mayor. Un 
oe�
iente de orden i ≥ 3para un vérti
e v, es 
al
ulado 
ontando 
uántos pares de vérti
es en NG(v) tienen unadistan
ia i en el grafo G\v (es de
ir borrando v y todas sus aristas in
identes) y normalizandopor el número total de pares. Es de
ir:

c(v, i) =
|{(u, w) : u, w ∈ NG(v), dG\v(u, w) = i}|

(

dG(v)
2

) .Los autores sólo apli
an estos 
oe�
ientes a grafos de Barabási-Albert, modelo de grafoaleatorio que 
omienza a 
re
er desde un pequeño grafo 
ompleto de tamaño m y agregandovérti
es nuevos que se 
one
tan 
on mc ≤ m vérti
es ya antes agregados, 
on un esquema de
onexión preferen
ial, es de
ir que la probabilidad de 
one
tarse a un vérti
e es propor
ionalal grado de este (ver [14, 15℄). Se 
on
luye que el grafo no presenta un 
oe�
iente de 
lustering(o 
oe�
iente de orden 1) de
re
iente a 0, 
on el tamaño del grafo. Sin embargo, se observaque 
oe�
ientes de orden mayor 
re
en 
on el tamaño del grafo.En [11℄, la misma de�ni
ión es usada y se llama a los 
oe�
ientes de orden superior per�l de
lustering. Mediante resultados experimentales del 
ál
ulo de di
ho per�l para 
iertos grafosreales, los autores exhiben eviden
ias de que en estos grafos 
uyo 
oe�
iente de 
lustering es5
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ión
er
ano a 0, también la estru
tura lo
al se ha desplazado ha
ia 
oe�
ientes c(v, i) de ordenmayor.Otras extensiones del 
oe�
iente de 
lustering son debidas a estudios de fenómenos parti-
ulares. En [16℄, se introdu
e una medida de 
lustering para grafos planares, motivada por elestudio de la estru
tura de galerías 
onstruidas por hormigas. El 
oe�
iente, denotado M esel 
o
iente entre el número de 
aras en el grafo (sin 
ontar la exterior) f y el número máximode 
aras que puede tener el grafo fmax = 2n− 5, es de
ir:
M =

f

fmax

.En [17℄, más que intentar generalizar el 
oe�
iente de 
lustering se bus
a una forma deestudiar el fenómeno del �pequeño mundo�, vía una medida úni
a. Como vimos anteriormente,este fenómeno di
e rela
ión 
on dos aspe
to: un 
oe�
iente de 
lustering alto y diámetropequeño. El enfoque usado es el de la e�
ien
ia, en términos de qué tan e�
iente es el grafopara inter
ambiar informa
ión. Para 
ada par de vérti
es (u, v), se 
onsidera la e�
ien
ia de
omuni
a
ión entre u y v 
omo el inverso de la distan
ia entre estos en el grafo (ǫu,v = 1
dG(u,v)

).En el 
aso en que dG(u, v) = +∞, se de�ne de manera 
onsistente ǫuv = 0. Luego, la e�
ien
iapromedio (o e�
ien
ia global) del grafo es:
E(G) =

2

n(n− 1)

∑

u 6=v∈V

ǫuv.Además, para el 
aso de grafos no 
onexos, se propone 
onsiderar la e�
ien
ia lo
al de unvérti
e 
omo E(G(N(v))) (es de
ir, la e�
ien
ia del grafo indu
ido por los ve
inos de v)y luego, la e�
ien
ia lo
al del grafo, Eloc(G), 
omo el promedio sobre todos los vérti
es.De esta manera, los autores reformulan la no
ión de grafo tipo �pequeño mundo� 
omoaquellos grafos que tienen ambas e�
ien
ias, global y lo
al grandes. Es de
ir, grafos queson e�
ientes 
omuni
ando informa
ión global y lo
almente. Se presentan además resultadosexperimentales, 
al
ulando las e�
ien
ias para un modelo de grafo aleatorio que medianteun parámetro ajustable, mani�esta el fenómeno del pequeño mundo (usado en [7℄ y queestudiamos en el Capítulo 5). Se observa en di
hos resultados indi
ios de que la e�
ien
iapermite dete
tar este último fenómeno.Nuestro enfoque en el presente trabajo es diferente y se basa en el 
on
epto de 
omunidad,de�nido en [18℄ 
omo:Una 
omunidad es un 
onjunto de vérti
es que tienen más vín
ulos ha
ia miem-bros de la 
omunidad que a no-miembros.Este 
on
epto motiva la siguiente observa
ión: los vérti
es de grafos lo
almente estru
turadospertene
en a pequeñas 
omunidades. 6



Capítulo 2: Introdu

iónEn lo que sigue, estudiamos propiedades respe
to del tamaño de di
has 
omunidades engrafos y de qué tan probable es en
ontrar una 
omunidad en un 
onjunto de vérti
es es
o-gido aleatoriamente entre los del grafo. Luego, una primera medida de estru
tura lo
al deun vérti
e v en un grafo G que se sugiere, es el tamaño de la 
omunidad más pequeña que
ontiene a v. Sin embargo ante la imposibilidad de 
al
ular e�
ientemente di
ho número, sepropone en 
ambio 
al
ular qué tan lejos de v se puede en
ontrar una 
omunidad que lo
ontenga. Formalmente, el menor k ∈ N tal que el 
onjunto formado por todos los vérti
esa distan
ia menor o igual que k de v, 
ontiene una 
omunidad a la que pertenez
a v. De-notamos a di
ho valor depthG(v). Este número resulta ser 
al
ulable a tiempo polinomial,mediante un algoritmo que aquí se exhibe, lo que motiva de�nir una medida de estru
turalo
al tomando depthG(v) normalizada y promediándola sobre los vérti
es del grafo. A di
hamedida la llamamos 
oe�
iente de 
omunidad. Finalmente se estudia di
ho 
oe�
iente tantoexperimental 
omo analíti
amente, para 
iertas 
lases de grafos. Di
ha no
ión de 
omunidadpare
e bastante natural para situa
iones en las que el 
on
epto de lo
alidad está involu
radoy no es sorpresivo en
ontrarla en otros 
ontextos. A 
ontinua
ión se presentan algunos deellos (o los dos más importantes).2.2. El voto de mayoría y 
omunidadesEl pro
eso de voto de mayoría en grafos es, dado un grafo G = (V, E) en el que susvérti
es se pueden en
ontrar en dos posibles estados: 0 ó 1, la apli
a
ión iterativa de unaregla de mayoría para la a
tualiza
ión de estados. El estado siguiente de un vérti
e estarádado por el estado que sea mayoría entre sus ve
inos (in
luído él mismo). Se distingue entrevoto de mayoría simple y fuerte, para des
ribir si un vérti
e en estado 0 
ambia o no a estado1, en 
aso de haber igual número de ve
inos en ambos estados. Además, se habla de votoreversible e irreversible si se permite o no que vérti
es en estado 1 
ambien a estado 0. Estadinámi
a tiene parti
ular rela
ión 
on algoritmos falla-tolerantes y 
ál
ulo distribuido. Unapregunta de interés es 
uál es la posibilidad que tiene un 
onjunto de vérti
es �
on fallas� de
orromper a la mayoría de los vérti
es 
er
anos. Así, se introdu
en las no
iones de 
oali
ióny monopolio en grafos, de�nidas de la siguiente manera [19, 20℄:Dado un vérti
e v ∈ V y M ⊆ V , se di
e que M es 
oali
ión que 
ontrola a v, si al menosla mitad de los ve
inos de v se en
uentran en M . Si un 
onjunto M es 
oali
ión que 
ontrolaa todo vérti
e de G, se di
e monopolio.Una extensión dinámi
a de 
oali
ión y monopolio es el de 
onjuntos de vérti
e que 
on-trolan el grafo pero 
on un retardo en las a
tualiza
iones de estados. Es de
ir, un 
onjunto
M ⊆ V tal que si todos sus vérti
es son puestos ini
ialmente en estado 1 (y el resto enestado 0), al 
abo de un número �nito de apli
a
iones de la regla de mayoría, llevan a todoslos vérti
es del grafo a un estado �jo 1. Di
hos 
onjuntos se llaman monopolios dinámi
os o7



Capítulo 2: Introdu

ióndínamos [21℄. En la Figura 2.3 se presenta un ejemplo: el 
onjunto M = {v1, v2, v3} es undínamo. Es aquí en donde la idea de 
omunidad se mani�esta. Basta notar que (algo quetrataremos en detalle más adelante, en el Capítulo 4) si S es una 
omunidad en el grafo Gy ponemos a todos sus vérti
es en estado 0 al ini
io, es imposible que estos vérti
es 
ambienalguna vez a estado 1 (apli
ando la regla de mayoría simple) sin importar 
uál sea la distri-bu
ión de estados de los vérti
es en V \ S. Esto, ya que 
ada vérti
e en S tiene la mayoríade sus ve
inos en la misma 
omunidad y por ende en estado 0. Enton
es, 
ualquier dína-mo en G, debe ne
esariamente 
ontener al menos un vérti
e en S y de he
ho en 
ualquier
omunidad disjunta de S que exista en G. Es pre
isamente este argumento el que se usaen [22℄ (llamando a las 
omunidades bloques blan
os), para en
ontrar 
otas inferiores para eltamaño de dínamos en topologías toroidales. Además, en [23℄ se usan 
omunidades pero 
onel nombre de grafos inmunes. Este último trabajo estudia además el trade-o� entre tamañode un dínamo y tiempo (en apli
a
iones de la regla de mayoría) que este requiere para llevarel grafo al estado �nal �jo.
PSfrag repla
ementsv1

v2

v3

Figura 2.3: Ejemplo de un dínamo. Vérti
es en negro se en
uentran en estado 1, el resto enestado 0.Un problema interesante en este 
ontexto, a la luz de nuestro trabajo, sea quizás rela
ionarel 
omportamiento del 
oe�
iente de 
omunidad 
on el tamaño mínimo de un dínamo en elgrafo.Otro ámbito en el que las 
omunidades juegan un rol 
entral es en el problema de sudete

ión y su uso en parti
ionar grafos.2.3. Dete

ión de 
omunidades y parti
ión de grafosLa estru
tura de 
omunidades en grafos es un tópi
o parti
ularmente transversal a diversasáreas, esto pues la no
ión de 
omunidad representa, según el 
ontexto a 
i
los de redes8



Capítulo 2: Introdu

iónmetabóli
as, grupos de páginas web de un mismo tema, grupos de alta a
tividad en redes de
onta
to sexual, grupos de libros a
er
a de temas políti
os de tenden
ia similar, et
. Ademásla estru
tura de 
omunidades de un grafo, genera un meta-grafo (en el que vérti
es son
omunidades) que entrega informa
ión gruesa a
er
a de este. Este aspe
to es usado 
omomedio para visualiza
ión y análisis de datos [24℄ .Es por esto que diversas herramientas matemáti
as y algoritmos han sido desarrolladospara dete
tar y dimensionar la estru
tura de 
omunidades en grafos. Algunas té
ni
as 
om-prenden algoritmos de �ujo máximo, 
aminatas aleatorias, optimiza
ión, entre otros. Esbo-zaremos sólo algunas aquí, para más detalles y referen
ias se re
omienda el artí
ulo-revisiónde Newman [25℄ al respe
to.En [18℄, además de presentarse la de�ni
ión de 
omunidad usada en el presente trabajo,se utiliza un método basado en el teorema de �ujo máximo-
orte mínimo de Ford y Fulkersonpara dete
tar 
omunidades. El método se basa en la siguiente observa
ión:Una 
omunidad, S, puede ser identi�
ada al 
al
ular el mínimo s− t 
orte de G
on s y t usados 
omo fuente y sumidero. Después del 
orte, los vérti
es que seanal
anzables desde s, pertene
en a la 
omunidad.(De he
ho un enfoque similar es utilizado en el presente trabajo para estudiar el tamaño de
omunidades, en el Capítulo 3). Así, el problema de dete
tar 
omunidades se redu
e a resolverun problema de �ujo máximo. Los autores apli
an este método para aproximar la dete

iónde 
omunidades en la World Wide Web. Además, en [26, 27℄, se introdu
en restri

iones a lade�ni
ión de 
omunidad para evitar ambigüedades en la frontera de estas.Una segunda aproxima
ión a la dete

ión de 
omunidades y parti
ión de grafos es aquellausando un paradigma de optimiza
ión. Nuevamente se bus
a minimizar la 
antidad de aristasentre dos grupos de vérti
es, digamos S1 y S2, para ello se 
onsidera la matriz de adya
en
ia
A:

Aij =

{

1, si hay una arista entre i y j,

0, en otro 
aso.Por lo tanto el tamaño del 
orte entre estos dos grupos de vérti
es es
R =

1

2

∑

i∈S1, j∈S2

Aij.Luego, por 
onvenien
ia se de�ne un ve
tor índi
e (que determina a S1 y S2), s, dado por:
si =

{

1, si i ∈ S1,
−1, si i ∈ S2. .9



Capítulo 2: Introdu

iónDe esta manera es posible es
ribir,
R =

1

2
stLs,
on una 
ierta matriz L simétri
a y de�nida positiva, llamada matriz Lapla
iana del grafo.Así, el problema de minimizar 
orte, se redu
e a en
ontrar s vía des
omponerlo en una basede ve
tores propios de L y poniendo 
oordenadas más grandes en ve
tores propios aso
iados avalores propios más pequeños. Para parti
ionar el grafo en un número mayor de 
omunidades,se repite este pro
edimiento dentro de 
ada una de las 
omunidades en
ontradas antes.En [25℄, se re
urre al mismo enfoque anterior pero 
on una fun
ión objetivo distinta: lamodularidad. Esta 
antidad, denotada por Q, grosso modo es:

Q = (Número de aristas dentro de los grupos)− (Número esperado de aristas),en donde el número de aristas esperado di
e rela
ión 
on un grafo aleatorio de referen
ia.Nuevamente, es posible es
ribir la modularidad 
omo:
Q =

1

2m
stBs,
on B, la llamada matriz de modularidad. Esta matriz es simétri
a pero, a diferen
ia de laLapla
iana, no posee todos sus valores propios positivos. Se desarrolla un enfoque espe
traltal 
omo antes, para maximizar Q, pero ha
iendo algunas modi�
a
iones ne
esarias. El au-tor, presenta además experimentos en los que se apli
a la maximiza
ión de la modularidad,observándose mejoras en la parti
ión de grafos en 
omunidades.A modo de rela
ionar nuestro trabajo 
on el tópi
o re
ién des
rito, podemos observarque este enfoque de búsqueda de 
omunidades está basado en parti
ionar el grafo, o ver elgrafo en términos de sus 
omunidades. Por otra parte, lo que se bus
a aquí es estudiar laestru
tura lo
al que subya
e en el grafo, permitiendo que 
omunidades en torno a vérti
es seinterse
ten.Finalmente, esta su
inta revisión de problemáti
as y aproxima
iones relativas al estudiode la estru
tura de redes 
omplejas (y en parti
ular el aspe
to lo
al de estas), muestra quelas preguntas por ha
er son aún mu
has y la transversalidad del tópi
o, que trae 
omo
onse
uen
ia la posibilidad de mez
lar herramientas provenientes de las más diversas áreas,es de gran ayuda en la búsqueda de respuestas.

10



Capítulo 3
Comunidades en Grafos

Dado G = (V, E) grafo. Se dirá que un sub
onjunto no va
ío S ⊆ V es una 
omunidad de
G, si satisfa
e que todo vérti
e en S tiene al menos tantos ve
inos en S, 
omo en S = V \ S.En otras palabras,

∀v ∈ S, dS(v) ≥ dS(v)Una primera pregunta que surge es: ¾
uál es el tamaño de la 
omunidad más pequeña en
G? Se observa primero que el grado mínimo del grafo introdu
e una restri

ión natural sobredi
ho tamaño.Proposi
ión 3.1. Si G tiene grado mínimo d, enton
es toda 
omunidad S ⊆ V satisfa
e que
|S| ≥ 1 + ⌈d

2
⌉.Demostra
ión. Basta tomar v ∈ S. Para que la 
ondi
ión de 
omunidad se 
umpla debetenerse que dS(v) = |N(v) ∩ S| ≥ ⌈dG(v)/2⌉.Así,

|S| ≥ |{v} ∪ (N(v) ∩ S)| ≥ 1 + ⌈d(v)/2⌉ ≥ 1 +

⌈

d

2

⌉

�Consideramos a 
ontinua
ión la estrella K1,n−1, 
on n par. Claramente, existe una 
omu-nidad en el grafo, de tamaño ⌈n−1
2
⌉ + 1 = ⌊n

2
⌋ + 1 = ⌈n

2
⌉+ 1, basta tomar el vérti
e 
entral(aquel de grado n − 1) y ⌈n−1

2
⌉ de sus ve
inos. Sin embargo, no es posible en
ontrar 
omu-nidades más pequeñas. Cualquier 
omunidad en di
ho grafo debe ne
esariamente 
onteneral vérti
e 
entral, ya que todos los demás vérti
es lo tienen 
omo ve
ino. Luego, usando elrazonamiento de la proposi
ión anterior y 
omo el grado de di
ho vérti
e es n − 1, toda11



Capítulo 3: Comunidades en Grafos
omunidad tendrá tamaño al menos ⌈n−1
2
⌉+ 1 = ⌈n

2
⌉+ 1.Finalmente se 
on
luye que el tamaño de la 
omunidad más pequeña en K1,n−1 tiene tamaño

⌈n
2
⌉ + 1. Este es un ejemplo de un grafo 
on 
omunidades más pequeñas grandes, de he
homuestra que la siguiente 
ota superior para el tamaño de una 
omunidad, es justa.Proposi
ión 3.2. Todo grafo G, posee una 
omunidad S ⊆ V tal que |S| ≤ ⌈n

2
⌉+ 1.Demostra
ión. Consideremos el 
onjunto de todos los 
ortes �
asi balan
eados� de G, es de
ir:

C =
{

E(U, Ū) : U ⊆ V, |U | ∈ {⌈n/2⌉, 1 + ⌈n/2⌉}
}Sea enton
es U0 ⊆ V tal que E(U0, U0) sea 
orte mínimo en C. Más pre
isamente:

|E(U0, U0)| = mı́n
E∈C
|E|A�rmamos que U0 es una 
omunidad de G, lo 
ual demuestra lo requerido.De no ser así, existe u ∈ U0 tal que dU0(u) < dU0
(u). De�nimos enton
es U1 = U0 \ {u},
uyo 
orte aso
iado satisfa
e:

|E(U1, U1)| = |E(U0, U0)| − (dU0
(u)− dU0(u)) < |E(U0, U0)|ya que dU0

(u)− dU0(u) > 0.Además, si |U0| = 1 + ⌈n/2⌉ enton
es |U1| = ⌈n/2⌉. Por otra parte si |U0| = ⌈n/2⌉ luego
|U1| ∈ {⌈n/2⌉, 1 + ⌈n/2⌉}, por lo que E(U1, U1) ∈ C, lo 
ual 
ontradi
e la minimalidad de
E(U0, U0). �La 
omunidad obtenida en la Proposi
ión 3.2, es el resultado de una 
onstru

ión muyparti
ular. ¾Qué pasa si sele

ionamos aleatoriamente un 
onjunto de vérti
es grande? ¾Con-tendrá una 
omunidad de G 
on alta probabilidad? A 
ontinua
ión formalizamos esta pre-gunta.Sea p ∈ [0, 1]. Denotemos por Vp(G) al 
onjunto resultante de sele

ionar 
ada vérti
ede V 
on probabilidad p. Denotemos también rp(G) = P{Vp(G) 
ontiene una 
omunidad}.El problema de 
al
ular rp(G) pare
e ser bastante difí
il en general, sin embargo puede serata
ado en algunos 
asos. Por ejemplo, si el grado de todos los vérti
es de G es alto.3.1. Grafos 
on grado altoPrimero, veamos el siguiente lema (que 
omo nos sugiriese Ni
olas S
habanel es un enfoqueestándar que apare
e, por ejemplo, en [28℄): 12



Capítulo 3: Comunidades en GrafosLema 3.3. Sea G = (V, E) un grafo de grado mínimo d. Sea 1
2

< p < 1. Luego rp(G) ≥
1− ne−

pδ2

2
d, en donde δ > 0 es tal que 1

2
= p(1− δ).Demostra
ión. Veamos

rp(G) ≥ P{∀v ∈ Vp(G) : dVp(G)(v) ≥ dVp(G)(v)}
= 1−P{∃v ∈ Vp(G) : dVp(G)(v) < dVp(G)(v)}

≥ 1−
∑

v∈Vp(G)

P{dVp(G)(v) < dVp(G)(v)}

≥ 1−
∑

v∈Vp(G)

P{dVp(G)(v) <
d(v)

2

}Ahora, notemos que dVp(G)(v) =
∑

u∈N(v) Xu =: X(v), 
on Xu Bernoulli, P{Xu = 1} = p ypor ende E(X(v)) = pd(v). Luego,P{dVp(G)(v) <
d(v)

2

}

= P{X(v) <
d(v)

2

}

= P {X(v) < (1− δ)pd(v)}
= P {X(v) < (1− δ)E (X(v))} ,apli
amos enton
es la desigualdad de Cherno� (la versión presentada en [28℄), obteniendo:P{dVp(G)(v) <

d(v)

2

}

< e−
pδ2

2
d(v)

≤ e−
pδ2

2
d.Finalmente,

rp(G) > 1−
∑

v∈Vp(G)

e−
pδ2

2
d

≥ 1−
∑

v∈V

e−
pδ2

2
d

= 1− ne−
pδ2

2
dy se tiene el resultado. �13



Capítulo 3: Comunidades en GrafosPodemos enton
es apli
ar este lema a grafos en los 
uales el grado mínimo es su�
iente-mente grande. Diremos que una 
lase de grafos tiene grado mínimo d(n) si el grado mínimode 
ualquier grafo 
on más de n vérti
es es al menos d(n). Además, una se
uen
ia de grafos
(Gk)k∈N se dirá 
re
iente si el número de vérti
es de los grafos, 
re
e 
on k.Corolario 3.4. Sean 1

2
< p < 1 y d(n) = ω(log(n)). Enton
es, para 
ada se
uen
ia de grafos
re
iente (Gk)k∈N 
on grado mínimo d(n), se tiene que ĺımk→∞ rp(Gk) = 1.Demostra
ión. Del 
ál
ulo anterior, si denotamos dk al grado mínimo del grafo Gk y sinpérdida de generalidad suponemos que el número de vérti
es de Gk es k (ya que se trata deuna se
uen
ia 
re
iente de grafos), tenemos:

rp(Gk) > 1− ke−
pδ2

2
dk

= 1− elog(k)− pδ2

2
dk

= 1− ec log(k)(1− pδ2

2

dk
c log(k)

),
on c > 0. Como la 
lase de grafos es de grado mínimo d(k) y d(k) = ω(log(k)), luego
rp(Gk) ≥ 1− ec log(k)(1− pδ2

2
d(k)

c log(k)
) → 1 
uando k →∞. �En el 
aso de que p > 0 sea 
ualquiera, hay 
lases de grafos para las que se pueden obtenerresultados similares. Tal es el 
aso de grafos regulares planares de grado máximo 4 y árboles.3.2. Grafos planares regulares de grado 3 y 4Sea G un grafo planar 
úbi
o. Notemos que al 
onsiderar un 
i
lo C en el grafo y S =

V (C), 
omo 
ada vérti
e en S tiene exa
tamente dos ve
inos dentro del 
onjunto, teniendopor ende a lo más dos ve
inos fuera de él, este 
onjunto resulta ser una 
omunidad de G.Un tipo de 
i
lo parti
ular es aquel de las fronteras de 
aras de G. El he
ho de que estossean su�
ientemente numerosos será de ayuda para estudiar rp(G).Comenzamos estudiando el 
aso en que G es 
úbi
o. Claramente, se tiene que 3|V | = 2|E|.Denotemos por F al 
onjunto de las 
aras de G. Gra
ias a la fórmula de Euler, sabemos que
|V | + |F | − |E| = 2. Luego, para grafos planares 
úbi
os se tendrá que |E| = 3|F | − 6. Seaahora Pi el número de 
aras de tamaño i y P≤k el número de 
aras de tamaño a lo más k.Lema 3.5. Sea G un grafo planar 
úbi
o. Luego P≤6 ≥ 1

12
|F |.14



Capítulo 3: Comunidades en GrafosDemostra
ión. Notemos primero que |F | = ∑i≥3 Pi, de donde se sigue que |E| = 3
∑

i≥3 Pi−
6. Por otra parte, ∑i≥3 iPi = 2|E|. De estas dos e
ua
iones, obtenemos:

6
∑

i≥3

Pi − 12 =
∑

i≥3

iPi (3.1)Simpli�
ando, se tiene que:
3P3 + 2P4 + P5 = 12 +

∑

i≥7

(i− 6)Pi (3.2)Luego, revisamos dos posibles 
asos:Caso 1: 3P3 + 2P4 + P5 ≥ 1
4
|F |.En este 
aso P3 + P4 + P5 ≥ 1
12
|F | y por ende P≤6 ≥ 1

12
|F |.Caso 2: 3P3 + 2P4 + P5 ≤ 1

4
|F |.En este 
aso, gra
ias a (3.2), ∑i≥7 Pi ≤ 1

4
|F |.Luego ∑i6=6 Pi ≤ 1

2
|F | y así P6 ≥ 1

2
|F |. De donde se tiene que P≤6 ≥ 1

12
|F |. �Con la ayuda de este lema, podemos 
on
luir el siguiente resultado.Proposi
ión 3.6. Dado p > 0, para 
ualquier se
uen
ia 
re
iente (Gk)k∈N de grafos 
úbi
osplanares se tiene que ĺımk→∞ rp(Gk) = 1.Demostra
ión. Sea Gk un grafo de la se
uen
ia, 
on |V (Gk)| = nk. Consideremos Fdisj 
ual-quier sub
onjunto maximal de 
aras disjuntas de tamaño menor o igual a 6. Como 
ada unade las 
aras en Fdisj tiene a lo más 6 
aras ve
inas, se tiene que |Fdisj| ≥ |P≤6| − 6|Fdisj| ypor ende, gra
ias al lema anterior:

|Fdisj| ≥
1

7
|P≤6| ≥

1

84
|F |Ahora, tal 
omo vimos antes, usando la fórmula de Euler y el he
ho de que Gk es 
úbi
otenemos que |F | = 2 + |V |

2
. Es de
ir, el número de 
aras del grafo 
re
e linealmente 
on nk ypor ende |Fdisj |. 15



Capítulo 3: Comunidades en GrafosPara 
ada 
ara f ∈ Fdisj , los vérti
es de f son una 
omunidad de Gk. Luego
rp(Gk) ≥ P{∃f ∈ Fdisj : V (f) ⊆ Vp(Gk)}

=
∑

f∈Fdisj

P{V (f) ⊆ Vp(Gk)},y la probabilidad de este último evento es al menos p6, así
rp(Gk) ≥ |Fdisj|p6lo 
ual vimos, 
re
e linealmente 
on nk. De aquí, se 
on
luye el resultado. �Dado que los 
i
los aso
iados a 
aras son también 
omunidades en grafos planares regu-lares de grado 4, el resultado se extiende de manera natural a di
ha 
lase de grafos.Proposi
ión 3.7. Dado p > 0, para 
ualquier se
uen
ia 
re
iente de grafos (Gk)k∈N degrafos planares regulares de grado 4, se tiene que ĺımk→∞ rp(Gk) = 1.Otra 
lase de grafos para la 
ual propiedades similares se mani�estan es aquella de losárboles.3.3. ÁrbolesLema 3.8. Sea Tk un árbol 
on k vérti
es. Sea p > 0 y q = 1− p. Luego

rp(Tk) ≥ (1− q
k
2 )rp(Tk−1).Demostra
ión. Sea k > 3. Sea V2 ⊆ V (Tk) el 
onjunto de vérti
es en Tk 
on grado a lo más2.Es fá
il ver que |V2| ≥ k

2
. Probamos este he
ho por indu

ión en la altura del grafo, h (medidadesde una raíz r ∈ V (Tk), �ja). Para h = 1, sólo la raíz r tiene grado mayor a 2. Como elresto de los vérti
es son hojas y luego pertene
en a V2, así |V2| ≥ k − 1 ≥ k

2
, ya que k > 3.Ahora si Tk es de altura h > 1, 
onsideramos Uh el 
onjunto de vérti
es de altura h y

U<h, aquel de los vérti
es de alturas menores que h. Se tiene que todos lo vérti
es en Uh sonhojas (porque el árbol es de altura h) y por ende Uh ⊆ V2. Si 
onsideramos T := Tk \Uh, quees un árbol de altura h− 1, se tendrá por hipótesis indu
tiva que |V2(T )| ≥ |U<h|
2

(
on V2(T )el 
onjunto de vérti
es de grado menor o igual a dos en T ). Cuando volvamos a agregar16



Capítulo 3: Comunidades en Grafoslos vérti
e de Uh al árbol T , es posible que vérti
es aumenten su grado de 1 a 3 o más,disminuyendo así el tamaño de V2(T ). Sin embargo, estos vérti
es son a lo más uno por 
adapar de hojas de Uh. Resumiendo, obtenemos:
|V2| ≥ |V2(T )|+ |Uh| −

|Uh|
2
≥ |U<h|

2
+
|Uh|
2

=
k

2
,gra
ias a que |U<h|+ |Uh| = |U<h ∪ Uh| = |V (Tk)| = k. De aquí se 
on
luye el resultado.Veamos ahora que toda 
omunidad en Tk 
ontiene al menos un vérti
e de V2. En efe
to,
onsideremos una 
omunidad S, de Tk. Sea v el vérti
e en S a mayor distan
ia en el árbola la raíz r. Se tiene que v ∈ V2, de lo 
ontrario dG(v) ≥ 3 y por ende debe tener al menosdos ve
inos en S (para que la 
ondi
ión de 
omunidad se 
umpla). Sin embargo uno de estosestará a una distan
ia mayor que v de r.De esta manera, si Vp(Tk) no 
ontiene vérti
e de V2, este no podrá 
ontener una 
omunidadde Tk. Se sigue enton
es:

rp(Tk) ≥ P{Vp(Tk) tiene una 
omunidad | V2 ∩ Vp(Tk) 6= φ}P{V2 ∩ Vp(Tk) 6= φ}
+P{Vp(Tk) tiene una 
omunidad | V2 ∩ Vp(Tk) = φ}P{V2 ∩ Vp(Tk) = φ}
≥ P{Vp(Tk) tiene una 
omunidad | V2 ∩ Vp(Tk) 6= φ}P{V2 ∩ Vp(Tk) 6= φ}+ 0

≥ rp(Tk−1)(1− q|V2|),y ya que |V2| ≥ k
2
y p < 1,

≥ rp(Tk−1)(1− q
k
2 ) �Proposi
ión 3.9. Dado p > 0, existe δp > 0 tal que para todo árbol T se tiene que rp(T ) ≥ δp.Demostra
ión. Notemos primero que rp(T3) = (1 − q)(1 − q2), es de
ir, la probabilidad deque el vérti
e de grado 2 esté en Vp(T ) y que alguno de los vérti
es de grado 1 también lohaga. Luego, tenemos que rp(T3) ≥ (1− q

1
2 )(1− q

2
2 )(1− q

3
2 ). Así, por el lema previo:

rp(Tk) ≥
k
∏

i=1

(1− q
i
2 ).

17



Capítulo 3: Comunidades en GrafosLuego
rp(Tk) ≥ exp

(

k
∑

i=1

(ln(1− q
i
2 ))

)

≥ exp

(

k
∑

i=1

1− 1

1− q
i
2

)

= exp

(

k
∑

i=1

−q
i
2

1− q
i
2

)

≥ exp

(

− 1

1− q

k
∑

i=1

q
i
2

)

≥ exp

(

− 1

(1− q)(1−√q)

)

= δp > 0 �3.4. ConjeturasEn este 
ontexto, se 
onjetura que si p es grande es posible en
ontrar 
omunidades en
Vp(G) 
on una probabilidad positiva dada, para todo grafo. Es de
ir:Conjetura 1. Sea p > 1

2
. Luego existe δp > 0 tal que para todo grafo G, se tiene que

rp(G) ≥ δp.Además, si el grado máximo del grafo está 
ontrolado, se 
onjetura un resultado aun másfuerte:Conjetura 2. Sea d ∈ N y p > 0. Dada 
ualquier se
uen
ia 
re
iente de grafos (Gk)k∈N degrado máximo a lo más d, se tiene que ĺımk→∞ rp(Gk) = 1.

18



Capítulo 4
El Coe�
iente de Comunidad
4.1. Un primer a
er
amientoDado un vérti
e v de un grafo G = (V, E), sea Sv ⊆ V una 
omunidad de tamaño mínimo
onteniendo a v. Una observa
ión que motiva esta parte del trabajo es: en grafos lo
almenteestru
turados el valor de |Sv| es usualmente pequeño.De esta manera, a modo de medir qué tan lo
almente estru
turado es un grafo alrededor de
v, surge el deseo de aso
iar a 
ada v el valor |Sv|

n
. Sin embargo, 
omo veremos a 
ontinua
ión,
al
ular el tamaño de Sv resulta ser NP-duro. Formali
emos esto, de�niendo el problemaComunidad.ComunidadInstan
ia: Grafo G y k ∈ NPregunta: ¾Hay alguna 
omunidad S en G tal que |S| ≤ k?Para probar la NP-
ompletitud de Comunidad, usaremos el he
ho de que el siguienteproblema es NP-
ompleto [2℄.Half-CliqueInstan
ia: Grafo G, 
on n vérti
es.Output: ¾Hay algún 
lique en G de tamaño al menos n

2
?Proposi
ión 4.1. Half-Clique es NP-
ompleto.19



Capítulo 4: El Coe�
iente de ComunidadDemostra
ión. Se tiene que Clique se redu
e a Half-Clique. La redu

ión es la siguiente,dada una instan
ia de Clique, (G, k) en donde G tiene n vérti
es; sean los 
onjuntos Vn y
V2k de n y 2k nuevos vérti
es respe
tivamente. Se agregan estos dos 
onjuntos a los vérti
esde G y se 
one
ta 
ada vérti
e de Vn a todo vérti
e de G. Además, se 
one
tan todos losvérti
es dentro de Vn. Llamamos a este nuevo grafo G′.Se tiene 
laramente que G tiene un 
lique de tamaño k si y sólo si G′, tiene uno de tamaño
k +n (los 
liques de tamaño k +n de G′ son Vn y un 
lique de tamaño k de G). Pero G′ tieneexa
tamente 2(k + n) vérti
es, por lo que lo último es una instan
ia de Half-Clique. �Ahora podemos probar que Comunidad es NP-
ompleto, redu
iendo Half-Clique aComunidad.Proposi
ión 4.2. Comunidad es NP-
ompleto.Demostra
ión. Sea G = (V, E) una instan
ia de Half-Clique. Construimos el grafo G′ dela siguiente manera (ver Figura 4.1). Consideramos los grafos G1 = (V, E), G2 = (V, E) y
V1, V2 dos 
opias de V . Además, 
onsideramos 
uatro vérti
es nuevos, u1, u2, v1, v2. Ahora,para i ∈ {1, 2}, se 
one
ta 
ada vérti
e v de Gi 
on aquellos vérti
es u ∈ Vi tales que
v ∈ V \ ({v} ∪NG(u)). Además, el vérti
e ui se 
one
ta 
on todos los vérti
es en Gi y vi 
ontodos los de Vi. Finalmente, se 
one
tan los vérti
es de V1 
on aquellos de V2 según en G, esde
ir v ∈ V1 se 
one
ta 
on los vérti
es u ∈ V2 tales que v ∈ NG(u).PSfrag repla
ementsG1

G2V1 V2

v1 v2u1 u2Figura 4.1: Esquema de la redu

ión.Claramente se tiene que G′ es un grafo n-regular.Ahora, 
ualquier 
lique C de G, de tamaño al menos n
2
, indu
e un 
lique de G′ de tamaño

⌈n
2
⌉ + 1, para esto basta 
onsiderar C ′ = C ∪ {u1}. Este 
onjunto resulta ser además una20



Capítulo 4: El Coe�
iente de Comunidad
omunidad en G′, ya que para un vérti
e v ∈ C ′ se tiene que:
dC′(v) =

⌈n

2

⌉

=

⌈

dG′(v)

2

⌉

.Por otra parte, si S ⊆ V (G′) es una 
omunidad de G′ de tamaño ⌈n
2

⌉

+ 1, es también un
lique de G′ y se tendrá que
S ⊆ V (G1) ∪ V1 ∪ {u1, v1} ó S ⊆ V (G2) ∪ V2 ∪ {u2, v2},ya que no hay adya
en
ia entre vérti
es de G1 ∪ {u1} y G2 ∪ {u2}, V1 ∪ {v1} y G2 ∪ {u2} o

V2 ∪ {v2} y G1 ∪ {u2}. Además porque 
omo S puede tener a lo más un vérti
e de V1 o V2(ya que ambos son por sí solos 
onjuntos independientes), si S ⊆ V1 ∪ V2, enton
es S estáformado por los extremos de una arista. Pero suponemos que n > 2, por lo que esto no o
urre(para el 
aso n = 2, el 
lique indu
ido en G es simplemente un vérti
e).Por la misma razón (independen
ia de V1 y V2), S no 
ontiene a v1 ni v2. Enton
es s.p.g.,
S está 
onformado por ⌈n

2

⌉ vérti
es en G1 y a lo más un vérti
e en V1 o a u1, no pudiendo
ontener ambos ya que u1 no es adya
ente a ningún vérti
e en V1. Así, S∩V (G1) es un 
liquede tamaño al menos |S| − 1 =
⌈

n
2

⌉.De esta manera, G ∈ Half-Clique ssi (G′,
⌈

n
2

⌉

+ 1) ∈ Comunidad. Obteniéndose asíel resultado. �4.2. De�niendo cc(G)Pese a que el resultado previo impli
a que en la prá
ti
a no hay una forma e�
ientede 
al
ular |Sv|, es posible realizar una modi�
a
ión a la medida propuesta. Si bus
amosuna medida de �
lustering�, bastará 
al
ular la profundidad de v, de�nida 
omo la mínimadistan
ia que es ne
esario alejarse de v para en
ontrar una 
omunidad 
onteniendo v:De�ni
ión. Sea un grafo G = (V, E) y v ∈ V , se de�ne
depthG(v) = mı́n{eccS(v) : S es 
omunidad 
on v ∈ S}en donde eccS(v) es la ex
entri
idad de v en S, la distan
ia desde v al vérti
e más lejano en

S. Además, normalizando esta 
antidad, de�nimos el 
oe�
iente de 
omunidad 
omo:
ccG(v) =

depthG(v)

eccG(v)
.Finalmente, el 
oe�
iente de 
omunidad del grafo G está de�nido 
omo el promedio de ccG(v)tomado sobre todos los vérti
es. Es de
ir, cc(G) = 1

n

∑

v∈V

ccG(v).21



Capítulo 4: El Coe�
iente de ComunidadA 
ontinua
ión veremos que cc(G) es de he
ho 
al
ulable en tiempo polinomial.4.3. Cal
ulando cc(G)Para 
al
ular la profundidad de un vérti
e ne
esitamos de�nir la dinámi
a de regla demayoría fuerte e irreversible en un grafo G = (V, E) [22℄. Sea S ⊆ V y a partir de élde�nimos una 
on�gura
ión ini
ial 
omo la asigna
ión de 0s y 1s a los vérti
es de V de lasiguiente manera: asignamos un 0 a v si v ∈ S y 1 de otra manera. La dinámi
a es la siguiente:si un vérti
e tiene estri
tamente más 1s que 0s en su ve
indad, luego se 
onvierte en 1 (y1s nun
a se transforman en 0s). El sistema llega al mismo estado de punto �jo FP (S), si laregla se apli
a tanto en serie 
omo en paralelo. Denotemos m(S) ⊆ V al 
onjunto de vérti
esque se en
uentran en estado 0 en FP (S). En otras palabras, m(S) 
orresponde a aquellosvérti
es que �no han sido 
ontagiados por los 1s�.Veamos primero algunas propiedades de la dinámi
a:Proposi
ión 4.3. Sea φ 6= S ′ ⊆ S ⊆ V . Se tiene que1. m(S ′) ⊆ m(S).2. S ′ es una 
omunidad ⇒ S ′ ⊆ m(S).3. S es una 
omunidad ⇔ m(S) = S.4. m(S) 6= φ ⇔ m(S) es una 
omunidad.5. m(S) = φ ⇔ S no 
ontiene 
omunidades.Demostra
ión. Notemos que en la primera apli
a
ión de la regla de mayoría, los ve
inos de
ada vérti
e en S son al menos los ve
inos que posee en S ′. Luego si un vérti
e de S ′ no
ambia a estado 1, tampo
o lo hará en S. Este mismo argumento se tiene para apli
a
ionessu
esivas de la regla de mayoría. Por ende, m(S ′) ⊆ m(S). Esto prueba 1.Ahora, si S ′ es 
omunidad todos sus vérti
es tienen al menos la mitad de ve
inos en S ′,por lo que no 
ambiarán nun
a de estado y luego S ′ ⊆ m(S ′). Y 
omo m(S ′) ⊆ m(S), setiene que S ′ ⊆ m(S). Se prueba así 2 y además que S ′ ⊆ m(S ′), si S ′ es 
omunidad.Probamos ahora 3. Se tiene que todo vérti
e en m(S) ne
esariamente pertene
e a S en la
ondi
ión ini
ial, ya que no es posible que vérti
es de estado 0 
ambien a estado 1 y regresena estado 0 durante la dinámi
a. Así m(S) ⊆ S. Gra
ias a esto y a la observa
ión he
ha en elpárrafo anterior, m(S) = S si S es 
omunidad.22



Capítulo 4: El Coe�
iente de ComunidadPor otra parte, si se tiene que m(S) = S, al en
ontrarnos en el punto �jo de la dinámi
auna nueva apli
a
ión de la regla de mayoría no debe afe
tar el estado de ningún vérti
e en
m(S). Para que esta 
ondi
ión se satisfaga, 
ada vérti
e en m(S) debe tener al menos lamisma 
antidad de ve
inos dentro que fuera del 
onjunto. Esto signi�
a pre
isamente que
m(S) = S es una 
omunidad.Por la misma razón anterior, 
ada vez que m(S) 6= φ, m(S) es una 
omunidad. Probándoseasí 4.Finalmente gra
ias a 2, toda 
omunidad 
ontenida en S está también 
ontenida en m(S).Por esto si m(S) = φ, S no 
ontiene 
omunidades. �Esta última proposi
ión permite diseñar un algoritmo que 
al
ula depthG(v). Se 
omienza
on S = {v} ∪ NG(v). Si m(S) 6= φ luego se tiene que m(S) es una 
omunidad y por ende
depthG(v) = 1. De lo 
ontrario, depthG(v) > 1, y rede�nimos S = S ∪NG(S).El algoritmo DEPTH se de�ne formalmente 
omo:DEPTH Input: G = (V, E), v ∈ V . Output: depth(v).

S ← {v}, r ← 0while r ≤ n doEn
ontrar m(S) (apli
ando la regla de mayoría)if m(S) 6= φ thenreturn rend if
S ← S ∪NG(S)
r ← r + 1end whileSe tiene queProposi
ión 4.4. DEPTH retorna depthG(v) y su 
omplejidad en tiempo es O(n3).Demostra
ión. Veamos primero la 
orre
titud del algoritmo. Notemos primero que V en símismo es una 
omunidad. Sea d∗ = depthG(v) y sea S∗ una 
omunidad 
onteniendo a V ytal que eccS∗(v) = d∗. En 
ada paso k el 
onjunto S es el 
onjunto

Nk
G(v) = {u ∈ V : dG(v, u) ≤ k}.Si k < d∗, se tendrá que m(Nk

G(v)) = φ. De lo 
ontrario depthG(v) sería más pequeño. Porotra parte, 
omo S∗ ⊆ Nd∗

G (v), por la proposi
ión anterior se tiene que m(Nd∗

G ) 6= φ. Es de
irel algoritmo retornará d∗. 23



Capítulo 4: El Coe�
iente de ComunidadPara la 
omplejidad, notamos que 
al
ular m(S), para 
ada valor de r, toma a lo más n2pasos. Esto porque la regla de mayoría se apli
a a lo más n ve
es (al menos un 0 se 
onvierteen 1, 
ada vez) en a lo más n vérti
es. Como r puede tomar valores entre 0 y n, se obtieneel tiempo O(n3). �Ahora, para 
ompletar el 
ál
ulo del 
oe�
iente, se debe 
al
ular la ex
entri
idad de todovérti
e v ∈ V (G). Esto puede ha
erse 
orriendo n ve
es el algoritmo de Dijkstra en 
adavérti
e del grafo (ya que la distan
ia de los ar
os es positiva), el 
ual 
on una implementa
ióningenua, toma O(n2). Esta 
omplejidad puede ser mejorada 
on implementa
iones usandoheaps, para ello ver [29℄.Así, �nalmente se tiene queProposi
ión 4.5. El problema de 
al
ular cc(G) tiene 
omplejidad de tiempo O(n4).Demostra
ión. Para 
ada vérti
e v ∈ V (G), se 
orre DEPTH para 
al
ular depthG(v) y luegoalguna implementa
ión de Dijkstra. Todo esto toma O(n4) (lo 
ual in
luye promediar sobretodo vérti
e, que toma O(n)). �

24



Capítulo 5
Resultados Experimentales

Dado que el 
oe�
iente de 
omunidad puede ser 
al
ulado e�
ientemente, en este 
apítulorealizamos experimentos para estudiar su 
omportamiento en dos 
lases de grafos, α-Grafosy β-Grafos. Estos grafos han sido usados anteriormente para estudiar al 
oe�
iente de 
lus-tering [7, 6℄. Gra
ias a esto, 
ompararemos ambos 
oe�
ientes.Las simula
iones se realizaron en Python, usando el paquete NetworkX [30℄ para mani-pula
ión de redes 
omplejas.5.1. α-GrafosEl modelo α se 
onstruye agregando aristas a un substrato dado (que es en este 
asoun anillo, debido a las 
ara
terísti
as de ser una estru
tura minimal 
onexa y de diámetrogrande) según la 
antidad de ve
inos en 
omún de vérti
es. En 
on
reto, la probabilidad deagregar una arista (i, j) al grafo es propor
ional a la 
antidad Rij , dada por:
Rij =







1, Si mij ≥ k
[mij

k

]α
(1− p) + p, Si 0 < mij < k

p, Si mij = 0En donde mij es el número de ve
inos en 
omún entre i y j. Además, p es una probabilidadbase de 
onexión entre vérti
es y k es el grado esperado. Este modelo favore
e la 
onexiónentre vérti
es 
on gran 
antidad de ve
inos en 
omún.Se presenta en la Figura 5.1 y la Figura 5.2 los resultados de 
al
ular cc(G) y c(G) paradiversos valores de α, promediados sobre 20 realiza
iones del grafo. Para la probabilidad base,se usó p = 10−10. 25
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αFigura 5.2: cc(G) vs. c(G). Modelo α, 
on n = 200 y k = 6.Notamos que el 
omportamiento del 
oe�
iente de 
omunidad es similar al del 
oe�
ientede 
lustering, en 
uanto a dis
riminar grafos lo
ales (generados 
on α pequeño) y grafos
er
a del límite aleatorio (para α grande). Naturalmente di
ha dis
rimina
ión se produ
e demanera opuesta para el 
oe�
iente de 
omunidad, debido a que mientras menos lo
al sea elgrafo, más grande es el radio de una 
omunidad minimal en torno a un vérti
e.Otra observa
ión es que el �salto� en el 
oe�
iente de 
omunidad (la transi
ión desdevalores α pequeño ha
ia valores de α grandes), se produ
e para los mismos valores del pa-rámetro α que en el 
aso del 
oe�
iente de 
lustering. Lo 
ual permite usar el 
oe�
iente de26



Capítulo 5: Resultados Experimentales
omunidad para re
ono
er el fenómeno �pequeño mundo�, es de
ir 
oe�
iente de 
lusteringalto y diámetro pequeño.Además, se tiene que para valores de α grandes, es de
ir 
er
a del límite aleatorio, cc(G)se estabiliza tal 
omo lo ha
e c(G) (el 
ual debería 
umplir que ĺımα→∞ c(G) ∼ (k/n), 
omose muestra en [6℄).5.2. β-GrafosEl modelo β 
onsiste en un 1-latti
e perfe
to, en donde 
ada vérti
e tiene k ve
inos(k/2 a 
ada lado), y luego se re
one
tan aleatoriamente las aristas, 
on probabilidad β. Estepro
edimiento se realiza es
ogiendo un vérti
e y una arista que lo 
one
te 
on su ve
inomás 
er
ano en sentido horario. Con probabilidad β, se re
one
ta este extremo a otro vérti
ees
ogido aleatoriamente. Este pro
edimiento se repite para todos los vérti
es del anillo. Luegose realiza otra vuelta por el anillo, re
one
tando aristas ha
ia segundos ve
inos más 
er
a enel sentido horario. Así 
ontinuamos el pro
eso, 
onsiderando ve
inos 
ada vez más lejanos,hasta que toda arista es 
onsiderada una vez para re
onexión. Un esquema de la forma deetos grafos para diversos valores de β se presenta en la Figura 5.3.
PSfrag repla
ements

β = 0 β = 1Figura 5.3: β-Grafo, para diversos valores de β.En la Figura 5.4 y la Figura 5.5 se observa el valor de ambos 
oe�
ientes para 0 ≤ β ≤ 1.Podemos observar que el 
omportamiento de ambos 
oe�
ientes es similar, en el sentidode dis
riminar los extremos de grafos 
on 
lustering alto (β pequeño) y 
er
a del extremoaleatorio (β ∼ 1). De la misma manera que en el modelo α, cc(G) se estabiliza en el extremoaleatorio. En resumen, observamos que los 
oe�
ientes de 
omunidad y 
lustering tienen
omportamientos similares. Además, un 
oe�
iente de 
omunidad bajo está aso
iado a grafoslo
almente estru
turados. 27
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Capítulo 6
El Coe�
iente de Comunidad en GrafosPlanares sin Puentes Regulares de Grado3 y 4

Una primera observa
ión evidente es que en la grilla de m× n vérti
es, el 
oe�
iente de
omunidad se va a 
ero, al 
re
er el tamaño del grafo. De he
ho en este 
aso todo vérti
epertene
e a una 
omunidad pequeña: un 
i
lo de largo 4. El objetivo de este 
apítulo esintentar generalizar en lo posible este resultado.Consideramos G = (V, E) un grafo planar 
úbi
o. Si pensamos en G ya dibujado en elplano (al ser planar), luego los 
i
los 
orrespondientes a fronteras de 
aras son 
omunidadesy de he
ho entre ellos se en
uentran las 
omunidades minimales de vérti
es. Llamaremos atales 
omunidades F-
omunidades y denotaremos al 
onjunto de F-
omunidades por F (G).Una fun
ión f : V → F (G), será llamada F-fun
ión. Una F-fun
ión parti
ular que llamamos
fmin es aquella que aso
ia a 
ada vérti
e la 
ara de largo menor que lo 
ontiene, es de
ir

fmin(v) = argmı́n
f∋v
|f |.De esta manera, la ex
entri
idad de la 
omunidad más pequeña en torno a v será el diámetrode la 
ara más pequeña entre las que lo 
ontienen, es de
ir

depthG(v) =

⌈ |fmin(v)|
2

⌉Cal
ulamos primero el 
oe�
iente para un grafo 
on radio pequeño entre los 
úbi
osplanares. Consideramos enton
es el grafo formado por tres árboles binarios 
ompletos deprofundidad k − 1 (que llamaremos subárboles), unidos a un vérti
e 
entral, y por un 
i
lo
one
tando a todas las hojas de los subárboles (ver Figura 6.1).29
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Figura 6.1: Grafo 
úbi
o formado a partir de árboles binarios 
ompletos de profundidad
k − 1 = 2.Notemos que el número de vérti
es de este grafo es n = 3

(

k−1
∑

i=0

2i

)

+ 1 = 3 · 2k − 2, dedonde
k = log(

n + 2

3
).Además se tiene que el radio del grafo, es de
ir la mínima ex
entri
idad, es igual a k (laex
entri
idad del vérti
e raíz).Usamos la misma nota
ión que en la Se

ión 3.2. Es posible dedu
ir además que paragrafos planares 
úbi
os se tiene que |E| = 3|F |−6 y |F | = n/2+2. Notando que |F | = ∑

i≥3

Piy además 2|E| =
∑

i≥3

iPi, de lo anterior se obtiene
∑

i≥3

iPi = 6
∑

i≥3

Pi − 12 (6.1)Ahora, 
al
ulamos el 
oe�
iente de 
omunidad:
cc(G) =

1

n

∑

v∈V

depthG(v)

ecc(v)
.Como la ex
entri
idad mínimas es k y depthG(v) ≤ |fmin(v)|,

cc(G) ≤ 1

nk

∑

v∈V

|fmin(v)|.Cal
ularemos explí
itamente el valor de ∑
v∈V

|fmin(v)|, notando que el vérti
e 
entral del grafopertene
e a las tres 
aras de largo 2k + 1 y los 3 · 2k−1 vérti
es en la frontera del grafo (hojasde los subárboles) pertene
en a 
aras de largo 3 y por ende su valor de |fmin(v)| es 3. Por30



Capítulo 6: Grafos Planares sin Puentes Regulares de Grado 3 y 4otra parte, los vérti
es interiores de los subárboles tienen 
omo 
ara de menor largo a aquella
ara a la que pertene
en sus dos ve
inos en un nivel más de profundidad en el subárbol (verFigura 6.2), 
uyo largo es 2(k− i)+1 para un vérti
e de profundidad i (en donde suponemosque las raí
es de los subárboles tienen profundidad 1) y se tiene que hay 2i−1 vérti
es dedi
ha profundidad. Multipli
ando por los tres subárboles las 
antidades 
orrespondientes, seobtiene:
∑

v∈V

|fmin(v)| = (2k + 1) + 9 · 2k−1 + 3

(

k−1
∑

i=1

2i−1(2(k − i) + 1)

)

PSfrag repla
ements
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Figura 6.2: Caras y su largo en un subárbol. Caso k = 4.Por otra parte, 
al
ulamos ∑
i≥3

iPi. Tenemos la 
ara exterior del grafo, de largo 3 · 2k−1 (laúni
a de di
ho largo); además hay tres 
aras de largo 2k + 1, ubi
adas entre los subárbolesdel grafo.Finalmente, debemos 
ontar las 
aras interiores restantes. En 
ada subárbol, por 
ada unode los 2i−1 vérti
es interiores de profundidad i, hay una 
ara de largo 2(k − i) + 1 aso
iada(aquella a la que pertene
en sus hijos en el subárbol). Luego, el 
onteo resulta:
∑

i≥3

iPi = 3(2k + 1) + 3 · 2k−1 + 3

(

k−1
∑

j=1

2j−1(2(k − i) + 1)

)

De esta manera, se 
on
luye que
∑

v∈V

|fmin(v)| =
∑

i≥3

iPi + 3 · 2k − (4k + 2)

=
∑

i≥3

iPi + 3 · 2log(n+2
3

) − (4k + 2)

=
∑

i≥3

iPi + n− 4k.
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Capítulo 6: Grafos Planares sin Puentes Regulares de Grado 3 y 4Volviendo, enton
es al 
ál
ulo de cc(G), tenemos
cc(G) =

1

nk

(

∑

i≥3

iPi + n− 4k

)

y utilizando la E
ua
ión (3.1),
cc(G) =

1

nk

(

6
∑

i≥3

Pi − 12 + n− 4k

)

=
1

nk
(6|F | − 12 + n− 4k) .Además 
omo n = 2|F | − 4 y en 
ualquier grafo 
úbi
o planar |F | ≥ 4, se tiene que n ≥ |F |y por ende,

cc(G) ≤ 6|F |
|F |k −

12

nk
+

1

k
− 4

n

=
7

k
− 12

nk
− 4

n

=
7

log((n + 2)/3)
− 12

n log((n + 2)/3)
− 4

nDe aquí se dedu
e que cc(G) −→
n−→∞

0.El 
ál
ulo anterior motiva la sospe
ha que todo grafo 
úbi
o planar que tenga un radioque 
rez
a 
on n, tendrá un 
oe�
iente de 
omunidad que se va a 0 
on n. La razón por laque esto su
edería es que el tamaño promedio de un 
omunidad en torno a un vérti
e (un
i
lo o 
ara) es O(1).Con�rmaremos par
ialmente esta sospe
ha, probando que todo grafo planar 
úbi
o pero sinpuentes1, 
umple que ĺımn→∞ cc(G) = 0. Primero veremos que el radio de un grafo de gradomáximo dado 
re
e de manera al menos logarítmi
a en n. Luego, 
omo diam(G) ≤ 2 · r(G),el radio también 
re
erá al menos de manera logarítmi
a 
on n.El siguiente resultado, rela
ionado 
on el problema introdu
ido por E.F. Moore de a
otarel número de vérti
es de un grafo de diámetro D y grado máximo ∆ dados [31℄ (n∆,D),permite dedu
ir el 
re
imiento bus
ado.Teorema 6.1. [E.F Moore, 1958℄
n∆,D ≤ 1 + ∆ + ∆(∆− 1) + · · ·+ ∆(∆− 1)D−11Un puente es una arista 
uya remo
ión des
one
ta a G.32



Capítulo 6: Grafos Planares sin Puentes Regulares de Grado 3 y 4y por ende,
n∆,D ≤

∆(∆− 1)D − 2

∆− 2
para ∆ ≥ 3

n2,D ≤ 2D + 1Demostra
ión. Ver [32℄. �Así, se tiene el siguiente 
orolario:Corolario 6.2. Si G es 
úbi
o, r(G) = Ω (log(n))Demostra
ión. Gra
ias al Teorema 6.1,
n ≤ 3 · 2diam(G) − 2 ⇔ log

(

n + 2

3

)

≤ diam(G)además, 
omo diam(G) ≤ 2 · r(G), se tiene el resultado. �A 
ontinua
ión veremos un par de lemas rela
ionados 
on la existen
ia de una F-fun
ión(que puede no ser fmin), de suma importan
ia para probar el resultado.Lema 6.3 ([33℄). Sea G = (V, E) un grafo plano 
úbi
o y sin puentes. Luego existe unaF-fun
ión f0 tal que para toda F-
omunidad h ∈ F (G), |f−1
0 (h)| ≤ 5.Demostra
ión. Consideremos el grafo dual de G, G∗ = (F (G), E∗). Como G es plano, 
úbi
oy no tiene puentes, luego G∗ es un grafo plano sin bu
les ni aristas múltiples. Bus
amos unaasigna
ión f0, que aso
ie a 
ada vérti
e una F-
omunidad parti
ular a la que pertenez
a. Pordualidad (ver Figura 6.3), esto es equivalente a bus
ar una fun
ión f ∗ que asigna a 
ada 
ara

h∗ ∈ G∗ un vérti
e parti
ular v∗ ∈ G∗ 
on v∗ en la frontera de h∗. Luego, debemos probarque en la 
onstru

ión de f ∗ a lo más 5 
aras de G∗ re
iben el mismo vérti
e en la asigna
ión.Pro
edemos por indu

ión en el número de vérti
es de G∗. Si G∗ tiene un vérti
e, la úni
a
ara del grafo es mar
ada 
on di
ho vérti
e. Supongamos ahora que G∗ tiene n + 1 vérti
es.Un he
ho 
lave que usaremos a 
ontinua
ión esTodo grafo planar simple (sin bu
les ni aristas múltiples) tiene al menos un vérti
ede grado a lo más 5. 33



Capítulo 6: Grafos Planares sin Puentes Regulares de Grado 3 y 4PSfrag repla
ements 1 12 23 34 4 f1
f1

f2 f2

f3

f3

f4

f4

f5f5

G G∗

Figura 6.3: Ejemplo de parte del grafo y su dual.Si esto no fuese 
ierto, tendríamos que |E∗| ≥ 6
2
|V ∗|, 
ontradi
iendo la rela
ión entre aristasy vérti
es que se satisfa
e para este tipo de grafos: |E∗| ≤ 3|V ∗| − 6.Sea enton
es v∗ un vérti
e tal. Consideramos el grafo G′ := G∗\v∗ (i.e. borramos el vérti
ey todos las aristas in
identes). Por hipótesis de indu

ión podemos resolver el problema deasigna
ión en G′. El lugar o
upado por v∗ 
orresponde a una 
ara de G′ y di
ha 
ara 
ontienea lo más 5 
aras en G∗. Asignamos v∗ a todas estas 
aras, obteniendo el resultado. �De aquí es posible a
otar la suma de las 
omunidades en torno a los vérti
es de G.Lema 6.4. Sea G = (V, E) un grafo planar 
úbi
o sin puentes. Luego existe una F-fun
ión

f0 tal que ∑
v∈V

|f0(v)| ≤ 15|V |.Demostra
ión. Consideremos la F-fun
ión f0 del lema previo. Luego:
∑

v∈V

|f0(v)| =
∑

h∈F (G)

|h||f−1
0 (h)| ≤ 5

∑

h∈F (G)

|h| = 5 · 2|E| = 5 · 3|V |. �Finalmente podemos 
on
luir el resultado para grafos 
úbi
os planares sin puentes:Proposi
ión 6.5. Toda se
uen
ia 
re
iente (Gk)k∈N de grafos planares 
úbi
os sin puentessatisfa
e que ĺımk→∞ cc(Gk) = 0.Demostra
ión. Sea Gk = (Vk, Ek) un grafo de la se
uen
ia y supongamos s.p.g. que |Vk| = k.34



Capítulo 6: Grafos Planares sin Puentes Regulares de Grado 3 y 4Luego
cc(Gk) =

1

n

∑

v∈Vk

depthGk
(v)

ecc(v)

≤ 1

2kr(Gk)

∑

v∈Vk

|f0(v)|

≤ 15

2r(Gk)
.En donde usamos el he
ho de que depthGk

(v) =
⌈

fmin(v)
2

⌉

≤ f0(v) y en donde f0 es la F-fun
iónde los lemas anteriores. Ahora, 
omo r(Gk) = Ω(log(k)), se tendrá que cc(Gk) = O( 1
log(k)

).Así 
on
luimos que ĺımk→∞ cc(Gk) = 0. �Observa
ión 1. El resultado anterior puede ser extendido naturalmente a grafos planaresregulares de grado 4 y sin puentes. Esto ya que 
omo fue men
ionado en 3.2, en esta 
lasede grafos los 
i
los (y por ende las fronteras de 
aras) son también 
omunidades.Observa
ión 2. La 
ondi
ión de que los grafos no posean puentes es ne
esaria para elresultado anterior. De he
ho, en la Figura 6.4 se exhibe un grafo 
úbi
o planar de tamaño
6n 
on cc(G) ≥ n

6(n+6)
.

PSfrag repla
ements
n− 1

n 1 2 3
Figura 6.4: Un grafo 
úbi
o planar 
on puentes.
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